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ГЛАВА I. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ  

ОСТРОГО И ПРОИЗВОЛЬНОГО УГЛОВ 

 

§ 1.1. Углы 
 

Напомним следующие определения из школьного курса геометрии: 

Два луча, выходящие из одной точки, образуют фигуру, которая 

называется углом. 

Угол называется острым, если его градусная мера заключена между 

значениями 0
◦
 и 90

◦
. 

Угол является прямым, если он равен 90
◦
. 

Угол называется тупым, если его градусная мера заключена между 90
◦
 

и 180
◦
. 

Угол называется развернутым, если он равен 180
◦
. 

    

Пока мы будем рассматривать только такие углы, так как сначала мы 

будем давать определения тригонометрических величин, исходя из 

понятия «треугольник», одним из компонентов этой простейшей 

геометрической является угол. 

 

§ 1.2.Тригонометрические функции острого угла 

 

Рассмотрим прямоугольный тре-

угольник ABC (Рис. 1.2.1) и введѐм обо-

значения: AB=c, BC=a, AC=b. 

Напомним, что если в прямоуголь-

ном треугольнике отмечен острый угол, то 

катет, лежащий напротив этого угла, назы-

вается противолежащим катетом, а ка-

тет, являющийся одной из сторон угла, на-

зывают прилежащим катетом. 

Тригонометрические функции остро-

го угла ( или  ) 

Синусом острого угла прямоугольного 

треугольника называется отношение про-

тиволежащего катета к гипотенузе.  

Пишут: 
a

sin =
c

  или 
b

sin =
c

 . 
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Косинусом  острого угла прямоугольного треугольника называется от-

ношение прилежащего катета к гипотенузе.  

Пишут: 
b

cos =
c

  или 
a

cos =
c

 .  

Ясно, что при этом выполняется равенство 90     (сумма острых 

углов прямоугольного треугольника равна 90
◦
), то, очевидно, 

sin =cos  , а также cos =sin  . 

Тангенсом острого угла прямоугольного треугольника называется от-

ношение противолежащего катета к прилежащему катету.  

Пишут: 
a

tg =
b

  или 
b

tg =
a

 . 

Котангенсом острого угла прямоугольного треугольника называется 

отношение прилежащего катета к противолежащему катету.  

Пишут: 
b

ctg =
a

  или 
a

ctg =
b

 .  

Очевидно, что имеют место равенства tg =ctg  , а также 

ctg =tg  . 

Кроме введѐнных четырѐх тригонометрических функций (их 

называют основными тригонометрическими функциями) можно 

рассмотреть ещѐ две функции секанс и косеканс. 

Секансом острого угла прямоугольного треугольника называется отно-

шение гипотенузы к прилежащему катету.  

Пишут: 
c

sec =
b

  или 
c

sec =
a

 .  

Косекансом острого угла прямоугольного треугольника называется от-

ношение гипотенузы к противолежащему катету.  

Пишут: 
c

cosec =
a

  или 
c

cosec =
b

 . 

Из определений тригонометрических функций следует, что:  

 sin

cos
tg =




 , (1.2.1) 

 cos

sin
ctg =




 . (1.2.2) 

Далее можем получить формулы, выражающие связь тангенса и 

котангенса одного и того же острого угла прямоугольного треугольника: 

 
cos

sin

sin 1 1

cos ctg
tg =  







 
 , (1.2.3) 
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sin

cos

cos 1 1

sin tg
ctg =  







 
 . (1.2.4) 

 Из формул (1.2.3) и (1.2.4) непосредственно вытекает формула 

 ctgtg =1  . (1.2.5) 

Далее применим к треугольнику ABC теорему Пифагора. Имеем 

равенство 
2 2 2a b c  . 

Разделим обе его части на 
2c . Получим 

2 2

2 2
1

a b

c c
  . 

Так как 
a

=sin
c

  и 
b

=cos
c

 , то последнее равенство можно 

переписать в виде 

   
2 2

1sin cos    

или 

 2 2 1sin cos   . (1.2.6) 

Равенство (1.2.6) называют основным тригонометрическим 

тождеством. 

Разделим обе части основного тригонометрического тождества на  
2cos   и 

2sin   соответственно, получим такие формулы: 

 2

2

1
1 tg

cos
 


, (1.2.7) 

 2

2

1
1 ctg

sin
 


. (1.2.8) 

Легко заметить, что функция секанс непосредственно связана с 

косинусом, а функция косеканс – с синусом следующими соотношениями: 

 1
sec

cos



, (1.2.9) 

 1
cosec

sin



. (1.2.10) 

Используя соотношения (1.2.9) и (1.2.10) формулы (1.2.7) и (1.2.8) 

можно соответственно переписать в виде: 

 2 2
1 tg sec   , (1.2.11) 

 2 21 ctg cosec   . (1.2.12) 

Отметим, что две последние формулы можно переписать в ином 

виде, роднящем их с основным тригонометрическим тождеством: 

 2 2
1sec tg   , (1.2.11*) 

 2 2 1cosec ctg   . (1.2.12*) 
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 Заметим теперь, что названия тригонометрических функций попарно 

созвучны и отличаются лишь наличием или отсутствием приставки «ко». 

По этой причине тригонометрические функции можно разбить на две 

группы: без приставки «ко» (условимся называть их основными 

тригонометрическими функциями) и содержащие приставку «ко» (будем 

назвать их дополнительными тригонометрическими функциями).  

Представим это в виде схемы.  

 

 
Название «косинус» представляет собой сокращение термина com-

plementi sinus (синус дополнения), выражающего тот факт, что cos  равен 

синусу угла, дополнительного к   (т.е. составляет в сумме с ним угол, 

равный 90
0
). По такому же принципу образованы названия «котангенс» 

(тангенс дополнения) и «косеканс» (секанс дополнения). 

Основные и дополнительные тригонометрические функции образуют 

две группы (по три в каждой) функций. Каждую группу функций по 

отношению к другой, будем называть «ко-функциями». 

 

§ 1.3.Тригонометрические функции дополнительных углов 

 

Два острых угла, в сумме составляющих прямой угол называются 

дополнительными. 

Очевидно, что острые углы прямоугольного треугольника являются 

дополнительными по отношению друг к другу. 

 
Рис. 1.3.1 

Если в прямоугольном треугольнике ABC ( 90С   ), острый угол 

BAС   , то второй острый угол 90ABС    . 

Из Рис. 1.3.1 имеем 
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 90
b

sin cos
c

    , 

 90
a

cos sin
c

    , 

т.е. синус одного из двух острых углов равен косинусу другого угла. 

Аналогично,  

 90
b

tg ctg
a

    , 

 90
a

ctg tg
b

    , 

т.е. тангенс одного из двух острых углов  прямоугольного треугольника 

равен котангенсу другого угла. 

Кроме того 

 90
c

sec cosec
a

    , 

 90
c

co sec sec
b

    . 

Заключаем, что секанс одного из двух острых углов  прямоугольного 

треугольника равен косекансу другого угла. 

Например, 11 79sin cos 
, 51 39tg ctg 

, 27 63sec cosec 
. 

 

§ 1.4. Значения тригонометрических функций углов 30
◦
, 45

◦
, 60

◦ 

 

Прежде всего, заметим, что в прямоугольном треугольнике 

отношение двух его сторон зависит только от величины одного из острых 

углов и не зависит от линейных размеров сторон. 

Если изменить угол, то изменится отношение; 

если изменить отношение, то изменится угол. 

Для каждого угла такое отношение 

постоянно, что легко доказать, используя подобие 

треугольников ABC и 1 1AB C  (Рис. 1.4.1). 

Поэтому числовые значения 

тригонометрических функций 

острых углов, найденные, 

например, для треугольника с 

гипотенузой, равной единице, 

будут такими же и для любого 

другого треугольника с теми 

же острыми углами.  

Учитывая этот факт, при 

нахождении значений тригонометрических функций 
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углов 30
◦
, 45

◦
, 60

◦ 
[1 градус (1

◦
) – это 

1
 

90
часть плоского прямого угла] 

будем, для удобства, рассматривать прямоугольный треугольник с 

гипотенузой, равной единице. 

При таком выборе треугольника противолежащий катет будет равен 

синусу угла, а прилежащий – косинусу угла. 

Итак, рассмотрим сначала равнобедренный прямоугольный 

треугольник ABC (Рис. 1.4.2). Оба острых угла рассматриваемого 

треугольника равны по 45
◦
. А так как CB = CA, то по теореме Пифагора 

2 2 1CB CA  . Значит, 
22 1CA  , откуда 

2
CB = CA=

2
. 

Таким образом, 
2

sin45  = cos45  =
2

 
. 

 Следовательно, tg45 =ctg 45 =1 
.  

Рассмотрим теперь прямоугольный треугольник с острыми углами 

30
◦
 и 60

◦
 (Рис. 1.4.3).  

Известно, что катет, лежащий 

против угла в 30
◦
, равен половине 

гипотенузы. Поэтому 
1

BC=
2

 и по 

теореме Пифагора  
2 3

2

2 1
2

CA= 1   . 

Отсюда следует, что 
1

30
2

sin  , 

3
30

2
cos 

, 
1 3

30
33

tg   , 30 3ctg 
. 

С другой стороны, катет CA, лежащий против угла 60
◦
, – это синус 

этого угла, а катет CB – косинус угла. Таким образом, 
3

60
2

sin 
, 

1
60

2
cos  , 60 3tg 

, 
1 3

60
33

ctg   . 

Обратим внимание на тот факт, что углы 30
◦
 и 60

◦
, а также два угла 

по 45
◦
 являются частными случаями, так называемых, взаимно 

дополнительных углов (см. § 1.3.).  

Для удобства запоминания значений синуса углов 30
◦
, 45

◦
, 60

◦
 (а 

также 0
◦
 и 90

◦
) можно использовать правило ладони.  

Если присвоить каждому из пальцев ладони номер и сопоставить 

угол (см. Рис. 1.4.4), то для нахождения синуса каждого из этих углов 
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достаточно извлечь квадратный корень из номера пальца, сопоставленного 

углу, и полученный результат разделить на два.  

Итак, 
2

n
sin  . 

 
Рис. 1.4.4 

Запишем результаты, получаемые с помощью этой формулы и 

Рис. 1.4.4 в виде таблицы. 

Номер и название  

пальца ладони 
n=№ Угол sin  

№0 – Мизинец  
n=0 0

0 0
0 0

2
sin  

 

№1 – Безымянный 
n=1 30

0 1 1
30

2 2
sin  

 

№2 – Средний 
n=2 45

0 2
45

2
sin 

 

№3 – Указательный 
n=3 60

0 3
60

2
sin 

 

№4 – Большой  
n=4 90

0 4
90 1

2
sin  

 

 

Замечание. С помощью «правила ладони» можно находить и 

значения косинусов тех же самых углов. Для этого надо начать нумерацию 

пальцев не с мизинца, а с большого пальца. 
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§ 1.5. Угол как мера поворота подвижного луча вокруг данной точки 
 

Любой угол AOB , как геометрическую фигуру можно получить в 

результате вращения подвижного луча вокруг вершины О от начальной 

стороны ОА угла до его конечной стороны ОВ. Тогда величину поворота, 

совершенного этим лучом, измеряют величиной угла, который образуют 

лучи ОА и ОВ. Луч ОА называют началом отсчета угла, а о луче ОВ 

говорят, что он определяет угол поворота. 

Угол называется положительным, если он образован поворотом луча 

против хода часовой стрелки, и отрицательным, если он образован 

поворотом луча по ходу часовой стрелки. 

Обозначим через   наименьший неотрицательный угол, 

образованный лучами ОА и ОВ (Рис. 1.5.1).  

 

 
 

Если луч ОВ совершает дополнительно полный оборот вокруг точки 

О против хода часовой стрелки (такой поворот считают поворотом на 

360
0
), то получаем другую величину угла, равную 360   . А тогда ясно, 

что любой угол поворота  , определяемый лучом ОВ, можно представить 

в виде 

360 n    ,  

где 0 360   , а n Z .  

 На практике уже более трех тысяч лет 

за единицу измерения величины угла 

принята 
360

1
 часть полного оборота, ко-

торую называют градусом. 

В технике за единицу измерения 

углов принимают полный оборот.  

В мореплавании за единицу изме-

рения углов принят румб, равный 
32

1
 

части полного оборота.  
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В артиллерии за единицу измерения углов принята 
60

1
 часть полного 

оборота, которую называют большим делением угломера
1
 (0,01 часть 

большого деления угломера называют малым делением угломера).  

 

§ 1.6. Тригонометрическая окружность 

 

Градусная мера измерения углов привычна, но не является 

единственной. Существует ещѐ радианное измерение углов.  

Введение радианной (впрочем, как и градусной) меры основано на 

следующем утверждении: 

отношение длины дуги, на которую данный центральный угол 

опирается, к радиусу окружности определяется лишь только данным 

углом и не зависят от величины радиуса. 

Введѐм на плоскости прямо-

угольную систему координат xOy и 

рассмотрим единичную окружность, 

т.е. окружность с центром в некоторой 

точке О и с радиусом, равным единице 

масштаба. Выберем на этой окружно-

сти некоторую точку А (1;0) (см. Рис. 

1.6.1), лежащей на этой окружности, 

называемой «началом отсчѐта» (не пу-

тать с началом координат). 

Направление обхода по окружно-

сти против хода (по ходу) часовой 

стрелки будем называть положитель-

ным (отрицательным) направлением обхода. 

Введѐнную таким образом окружность называют тригонометрической 

окружностью, а круг, который она ограничивает, – тригонометриче-

ским кругом. 

По аналогии с числовой прямой каждому числу  0 2;   поставим 

в соответствие точку Pα данной единичной окружности такую, что длина 

дуги АPα равна α, причем дуга АPα откладывается от точки А против часо-

вой стрелки. Числу 0 и числу 2π поставим в соответствие точку А. Таким 

образом, между точками единичной окружности и числами промежутка [0; 

2π) установлена взаимно однозначное соответствие. 

Число α называется радианной мерой дуги АPα и соответственно угла 

АОPα. 

Из формулы для вычисления длины дуги окружности следует фор-

мула, связывающая радианную и градусную меры угла.  

                                                           
1
Угломер – устройство для измерения углов (см. Рис. 1.5.2) 
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Действительно, если α – длина дуги единичной окружности, градус-

ная мера которой равна β, то  

 

180


   . (1.6.1) 

 

Итак, дуга в 1 радиан содержит 
180


 градусов: 

180
57 17 45


 


 . Дуга 

в 1° содержит 
180


 радиан: 0 0175

180
,


 . 

Пример 1.6.1. Найти радианную меру углов 120
0
; 320

0
. 

Решение. Так как 1
180


 , то: 

2
120 120

180 3

 
  

, 

16
320 320

180 9

 
  

. 

Для перевода меры угла из градусной в радианную и обратно сущест-

вуют таблицы (например, В. М. Брадис, Четырехзначные математические 

таблицы). 

Приведем таблицу для углов и дуг, которые встречаются наиболее час-

то. 

 

Градусы 360° 180° 90° 60° 45° 30° 18° 15° 10° 1° β° 

Радианы 2π π 
2



 3



 4



 6



 10



 12



 18



 180



 





180
 

 

Снова рассмотрим единичную окружность с выбранной точкой А 

(Рис. 1.6.1). 

Каждому числу  2 0;    поставим в соот-

ветствие точку Pα данной единичной окружности 

такую, что длина дуги АPα равна |α| и дуга АPα от-

кладывается от точки А по часовой стрелке 

(Рис. 1.6.2). Числу – 2π поставим в соответствие 

точку А. 

Произвольное число α представим следую-

щим образом: 
0 2k    , где k – некоторое це-

лое число, а  0 2 2;    . Заметим, что для любого α такое представле-

ние возможно. Теперь числу α поставим в соответствие ту же точку, что и 

числу α0, т. е. точки Pα и 
0

P  совпадают. 
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Таким образом, выше построено соответствие между действитель-

ными числами и точками единичной окружности. Из самого построения 

этого соответствия следует, что точки 2P  , 2P  , P  совпадают. То есть, 

единичная окружность – это числовая ось в виде тончайшей нерастяжимой 

нити, мысленно «намотанная» своим положительным лучом на окруж-

ность против часовой стрелки. 

О точке Pα говорят, что она получается из точки А поворотом на |α| ра-

диан против часовой стрелки, если α> 0, и по часовой стрелке, если α< 0.  

 

§ 1.7. Тригонометрические функции произвольного аргумента 

 

В предыдущем параграфе было установлено взаимно однозначное 

соответствие между множеством всех действительных чисел и множест-

вом точек единичной окружности. Каж-

дому действительному числу α постав-

лена в соответствие точка Pα единичной 

окружности. 

Синусом произвольного угла (числа) 

  называется ордината точки Pα еди-

ничной окружности, т.е. 

sin y  . 

Действительно, исходя из опреде-

ления синуса, приведѐнного в § 1.2. си-

нусом острого угла прямоугольного тре-

угольника называется отношение проти-

волежащего катета к гипотенузе, т.е. 

y y
y

OP 1
sin =  




   . 

Косинусом произвольного угла (числа)   называется абсцисса точки Pα 

единичной окружности, т.е. 

cos x  . 

Итак, синус и косинус числа (угла) определяются соответственно как 

ордината и абсцисса точки P , полученной поворотом точки  0;10P  вокруг 

начала координат на угол   радиан (градусов). 

Определения синуса и косинуса носят геометрический характер, так 

как получаются из прямоугольного треугольника как отношение соответ-

ствующих катетов к гипотенузе. 

Пример 1.7.1. Найти синус числа 
13

6
  . 

Решение. Так как 
13

2
6 6


   , то этому соответствует та же точка P, 
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что и числу 
6


. Опустим из точки P перпендикуляр PM на ось Ох. Тогда 

имеем |РМ| = у. В прямоугольном треугольнике РОМ длина гипотенузы 

ОМ равна 1 (так как окружность единичная), длина катета РМ равна 
2

1
 

(как катет, лежащий против угла в 30º). Следовательно, ордината точки М 

равна числу 0,5, т. е. у = 0,5. Таким образом, 
13

0 5
6

sin ,

 . 

Пример 1.7.2. Найти sin 1,17. 

Решение. Воспользуемся книгой  «Четырехзначные математические 

таблицы» В. М. Брадиса: sin 1,17 ≈ 0,9208 (Стр. 62).  

Что касается тангенса и котангенса, то их можно определить алгеб-

раически через отношение: 

 sin
tg

cos





 , 

2
n


   , n Z ; (1.7.1) 

 cos
ctg

sin





 , k  , k Z . (1.7.2) 

Тангенсом угла (числа) α называется отношение 
sin

cos




, 

2
n


   . 

Котангенсом угла (числа) α называется отношение 
cos

sin




, k  . 

Во многих случаях геометрические определения более удобны для 

использования. Поэтому рассмотрим геометрическую интерпретацию оп-

ределений тангенса и котангенса. 

1) Пусть дана единичная окружность. Проведем касательную l  к ней 

в точке 0P  (Рис.1.7.1). Если   - произвольное число такое, что 0cos  , 

т.е. 
2

n


   , Zn , то прямые l  и OP  пересекаются. Найдем координа-

ты точки T  пересечения прямых. 

Прямая l  задается уравнением 1x  . Прямая OP  проходит через на-

чало координат  0 0;  и точку  P cos ;sin  . Поэтому ее уравнение име-

ет вид:  y tg x  . 

Решая систему 
1x

y x tg




 
, находим координаты точки T :  1;tg . 

Выберем на прямой l  направление, совпадающее с направлением оси ор-

динат, начало отсчета – точку 0P  ( 0 0tg  ) и единичный отрезок, равный 

единичному отрезку основной системы координат. Получим координат-

ную прямую – ось тангенсов. Тогда можно сформулировать следующее 

определение.  
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Тангенсом угла (числа)   называется координата на оси тангенсов 

точки пересечения оси тангенсов и прямой OP , где O  – начало коорди-

нат, P  – точка, полученная поворотом точки  1 0;  вокруг начала коорди-

нат на угол  . 

Пример 1.7.3. Найти tg
3

4


. 

Решение. Числу 
4

3
 на числовой окружности соответствует точка P, кото-

рая является концом дуги в 135°. Опустим из 

точки P перпендикуляр на ось Ох. Треугольник 

OPM прямоугольный и равнобедренный (до-

полнительный угол равен 45°). Координатами 

точки P будут числа:
2

2
x   , 

2

2
y  .  

Следовательно,  

tg 
3

4


= 

2 2
1

2 2

y

x

 
     

 
. 

2) По аналогии с осью 

тангенсов получим ось котан-

генсов. Проведем касательную 

m  к единичной окружности в 

точке 
2

P  (Рис. 1.7.3). Выберем 

на прямой m  направление, сов-

падающее с направлением оси 

абсцисс, начало отсчета – точку 

2

P  ( 0
2

ctg

 ) и единичный от-

резок, равный единичному отрезку основной системы координат. Можно 

сформулировать следующее определение.  

 Котангенсом угла (числа)   называется координата на оси котан-

генсов точки пересечения оси котангенсов и прямой OP , где O  - начало 

координат, P  - точка, полученная поворотом точки  1 0;  вокруг начала 

координат на угол  . 

 Секансом угла (числа) α называется отношение 
1

cos
, 

2
n


   . 

 Косекансом угла (числа) α называется отношение 
1

sin
, k  . 
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На Рис. 1.7.4 и Рис. 1.7.5 изображен тригонометрический круг, на 

который нанесены наиболее часто встречающиеся углы (в радианах) а 

также показаны значения основных тригонометрических функций (синуса, 

косинуса, тангенса и котангенса).  

 
 

 

§ 1.8. Знаки тригонометрических функций 

 

Прежде всего, напомним, что угол α принадлежит: 

1) первой (I) координатной четверти, если 0 90  
;  

2) второй (II) координатной четверти, если 90 180  
; 

3) третьей (III) координатной четверти, если 180 270  
; 

4) четвертой (IV) координатной четверти, если 270 360  
. 

Чтобы определить знаки тригонометрических функций синус, 

косинус, тангенс, котангенс, секанс, косеканс воспользуемся 

определениями этих функций из предыдущего параграфа. 

1) Так из определения синуса произвольного угла α следует, что 

sin y   (ордината точки P
 на единичной окружности, соответствующая 

углу α). Поэтому 0sin  , если точка P  лежит выше оси абсцисс (т.е. в I 

и II координатных четвертях), и 0sin ,   если точка P  лежит ниже оси 

абсцисс (т.е. в III и IV координатных четвертях). 

2) Аналогично, из определения косинуса произвольного угла: 

1

OB x
cos x

OP






    . 

Значит, 0cos   в тех четвертях, где абсцисса точки P  

положительна (т.е. т.е. в I и IV координатных четвертях), соответственно 

0cos   будет во II и III координатных четвертях. 
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Рис. 1.8.1 

 

3) Что касается знаков тангенса и котангенса, то из определений этих 

функций следует, что как тангенс, так и котангенс положительны, когда 

синус и косинус имеют одинаковые знаки (т.е. в I и III координатных 

четвертях) и отрицательны, когда синус и косинус имеют разные знаки 

(т.е. во II и IV координатных четвертях). 

4) Для определения знака секанса достаточно вспомнить, что 

1
sec

cos



 , 

2
n


   , т.е. его совпадает со знаком косинуса, а т.к. 

1
cosec

sin



 , k  , то знак косеканса совпадает со знаком синуса. 

Схематическое распределение знаков по координатным четвертям 

представлено на Рис. 1.8.1. 

 

§ 1.9. Чѐтность и нечѐтность тригонометрических функций 

 

Перейдѐм к рассмотрению такого 

свойства тригонометрических функций, как 

чѐтность. 

Рассмотрим треугольник OBP  , в 

котором угол BOP      (см. Рис. 1.9.1). Тогда 

 
1

BP y
sin - y sin

OP

 




 




      ,  

а это означает нечѐтность синуса. 

Далее  

 
1

OB x
cos - x cos

OP






 


    ,  

что свидетельствует о чѐтности косинуса. 

Теперь рассмотрим этот же вопрос для тангенса и котангенса: 
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 
 
 

sin - sin sin
tg - = tg

cos - cos cos

  
 

  


      , 

 
 
1 1 1

ctg - = ctg
tg - tg tg

 
  

     


. 

Полученные результаты говорят о том, что тангенс и котангенс об-

ладают свойством нечѐтности. 

Исследуем теперь на чѐтность и нечѐтность секанс и косеканс. 

 
 
1 1

sec - = sec
cos - cos

 
 

   , 

 
 
1 1 1

cosec - = cosec
sin - sin sin

 
  

     


. 

Таким образом, секанс обладает свойством чѐтности, а косеканс не-

чѐтен. Представим полученные результаты в виде схемы 

 

 
 

§ 1.10. Периодичность тригонометрических функций 

 

Функция f ( x ) называется периодической, если она задана на периоди-

ческом множестве и существует хотя бы одно число 0l  , такое, что x  

значения функции f ( x ) в точках x, x l, x l  равны. 

Графиком периодической функции является такая линия, у которой 

можно выделить некоторый участок (звено), который затем «повторяется» 

бесконечное множество раз.  

Уравнение, содержащее периодическую функцию, как правило, име-

ет бесконечно много корней (бывают случаи, когда множество решений 

пусто). 

Тригонометрические функции являются периодическими функция-

ми. 

 Число 2π является наименьшим положительным периодом для си-

нуса, косинуса, секанса и косеканса. 
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Действительно, справедливость этого утверждения следует непо-

средственно из того, что значение тригонометрических функций опреде-

ляются с помощью координат вращающейся точки. 

Но при вращении этой точки по единичной окружности через каж-

дый оборот она занимает то же самое положение, и, как известно, полный 

оборот точка совершает тогда, когда приращение аргумента равно 2π.  

Следовательно, для точки, совершающей n полных оборотов, спра-

ведливы формулы 

sin (t +2πn) = sint, 

cos (t +2πn) =cost, 

sec (t +2πn) = sect, 

cosec (t +2πn) = cosect. 

Докажем, что никаких других периодов функции 

y cos x и y sin x не имеют. 

Действительно, число 0l  служит периодом функции y cos x  толь-

ко в том случае, если имеет место тождество:  cos( x l ) cos x   или 

0cos( x l ) cos x   . Тогда 2 0
2 2

l l
sin x sin

 
    

 
. Т.к. 

2

l
sin x

 
 

 
не ра-

вен тождественно нулю, то 0 2
2

l
sin , l k    . Что и требовалось дока-

зать. 

 Число π является наименьшим положительным периодом для тан-

генса и котангенса. 
Пример 1.10.1. С помощью свойства периодичности синуса преобразо-

вать sin 2672° к более простому виду. 

Решение. 

sin 2672° = sin (152°+7·360°)= sin 152°. 

Пример 1.10.2. Найти значение выражения 

7 11

3 3 6
25 13 3

6 4 2

sin cos tg

cos ctg sin

  

 


 

 

. 

Решение. Для краткости записей обозначим данное выражение бук-

вой А и выразим все углы через углы, находящиеся в пределах одного обо-

рота точки 0P . Далее, используя свойства периодичности, а также чѐтности 

и нечѐтности соответствующих функций, получим: 

7 11 2 2
3 3 63 3 6

25 13 3
4 3 2

6 4 2 6 4 2

sin cos tgsin cos tg
A

cos ctg sin cos ctg sin

      

    
   

   
        

     
                
     
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 

3 1 3
3 33 3 6 2 2 3

3 3 3
1 1

6 4 2 2

sin cos tg

.

cos ctg sin

  

  

 
         

   
       

   

 Таким образом, 

А=
3 3

.
3 3


 

 

§ 1.11. Формулы приведения 

 

Формулами приведения называют формулы, выражающие значения 

тригонометрических функций углов вида: 

       
3

90 180 270 2 360
2 2

, ; , ; , ; , ;
 

                    

через функции угла α из первой координатной четверти. То есть, формулы 

приведения позволяют упростить выражение за счѐт замены присутст-

вующего в нѐм угла углом первой четверти, нахождение значений триго-

нометрических функций для которого не представляет проблемы. 

Выводятся формулы приведения 

разными способами. Мы же 

остановимся на следующих 

соображениях. Отметим на 

тригонометрической окружности (Рис. 

1.11.1) точки: 

2 2
A , A , A ,A ,      

 

3 3 2
2 2

A ,A , A ,A        
, 

соответствующие углам: 

2 2
, , , ,
 

        

3 3
2

2 2
, , ,
 

          

Справедливость равенств 

2
sin cos


 

 
  

 
, 

2
cos sin


 

 
  

 
, а также 

2
tg ctg


 

 
  

 
, 

2
ctg tg


 

 
  

 
вытекает непосредственно из факта, установленного в 

§ 1.3, касавшегося свойств дополнительных углов. 

Далее заметим, что точки A  и A  симметричны относительно 

оси ординат, следовательно, синусы соответствующих им углов равны, т.е.  
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 sin sin .     

В то же время косинусы этих углов отличаются знаком, т.к. точки 

A  и A  имеют равные по модулю, но разные по знаку абсциссы, по-

этому 

 cos cos .      

Аналогично доказывается справедливость всех остальных формул 

приведения для функций синус и косинус. Формулы приведения для тан-

генса, котангенса, секанса и косеканса являются следствиями формул при-

ведения для синуса и косинуса. 

Например,  
 
 

sin sin sin
tg tg

cos cos cos

   
  

   


      

 
, 

 
 
1 1 1

sec sec
cos cos cos

  
   

      
 

. 

Результаты формул приведения можно собрать в таблицу. 

Таблица №1. Формулы приведения 

Функ-

ция 2


  

2


        

3

2


  

3

2




 

2   

sin cos  cos  sin  sin  cos  
cos

 
sin  

cos sin  sin  
cos

 
cos  sin  sin  cos  

tg ctg  ctg  tg  tg  ctg  ctg  tg  

ctg tg  tg  ctg  ctg  tg  tg  ctg  

sec 
cosec

 
cosec

 
sec  sec  

cosec
 

cosec
 sec  

cosec sec  sec  
cosec

 
cosec

 sec  sec  
cosec

 

Если в процессе решения какой-либо задачи возникает потребность 

применить формулы приведения, то нет необходимости помнить вывод 

этой формулы и знания соответствующей ячейки из Таблицы №1. Каждую 

формулу приведения легко восстановить, если воспользоваться следую-

щим правилом, называемым мнемоническим
2
 правилом: 

1) Если угол откладывается от горизонтальной оси, т.е. углы вида: 

   180 2 360, ; , ;           , 

                                                           
2
Происходит от греческого слова мнемоника (μνημονικόν –искусство запоминания) 
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то название приводимой (преобразуемой) функции сохраняется. Если же 

угол откладывается от вертикальной оси, т.е. углы вида: 

   
3

90 270
2 2

, ; , ;
 

         ,  

то название приводимой функции меняется на «ко-функцию». 

2) Знак перед приведенной (преобразованной) функцией ставится та-

кой, каков знак приводимой функции в соответствующей четверти, если 

считать угол α острым. 

Таким образом, при использовании формул приведения надо следить 

за двумя моментами: меняется ли название функции или нет, а также ме-

няется ли знак результата приведения или нет. 

Пример 1.11.1. Найти значение cos 315°. 

Решение. cos 315° = cos (270° + 45°), т.е. угол откладывается от верти-

кальной оси. Значит, косинус следует заменить на синус 45°. 

Так как угол 315° находится в IV координатной четверти, где приводи-

мая функция косинус принимает положительные значения, то перед ре-

зультатом приведения следует сохранить знак +. 

Итак,  

cos 315° = cos (270° + 45°) = sin 45° =
2

2
.Ответ:

2

2
. 

Пример 1.11.2. Упростить выражение  

 

 

2 2

2

cos sin tg

ctg sin

 
   


  

   
       

   

 
   

 

. 

Решение. 

 

 

 2 2

2

cos sin tg
sin cos tg

cos
tg sin

ctg sin

 
   

  


  
  

   
               

  
   

 

.Ответ: cos . 
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§ 1.12. Тригонометрические функции действительного аргумента,               

их свойства и графики 

 

К тригонометрическим функциям относятся: 

y sin x, y cos x, tgxy  , ctgxy  , y sec x, y cosec x .  

Происхождение названий тригонометрических функций связано с их 

геометрическим представлением как отрезков (лат. синус – кривизна, тан-

генс – касающийся, секанс – секущая). 

Рассмотрим основные свойства каждой из них. 

I) y sin x  

1) RyD )( ; 

2)  1;1)( yE ; 

3) функция нечѐтная, график симметричен относительно начала коорди-

нат; 

4) функция периодическая с периодом 20 T ; 

5) функция возрастает на 2 2
2 2

n; n
 

 
 
   
 

, убывает на 

3
2 2

2 2
n; n ,n Z

 
 

 
   

 
; 

6) 1max y   при 2
2

x n


  , 1min y    при 2
2

x n,n Z


    ; 

7) 0y   при x n,n Z  ; 

8) y cos x  ; 

9) График – синусоида. 

 
 

II) y cos x  

1) D( y ) R ; 

2)  1 1E( y ) ;  ; 

3) функция чѐтная, график симметричен относительно оси Оy; 

4) функция периодическая с периодом 20 T ; 
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5) функция возрастает на  2 2n; n    , убывает на 

 2 2n; n ,n Z    ; 

6) 1max y   при 2x n , 1min y    при 2x n,n Z    ; 

7) 0y   при 
2

x n,n Z


   ; 

8) y sin x   ; 

9) График – косинусоида. 

 
 

III) y tgx  

1) 
2

D( y ) x / x n



 

   
 

; 

2) E( y ) R ; 

3) функция нечѐтная, график симметричен относительно начала коорди-

нат; 

4) функция периодическая с периодом 0T  ; 

5) функция возрастает на
2 2

n; n ,n Z
 

 
 
    
 

, то есть на всей области 

определения; 

6) экстремумов нет; 

7) 0y   при x n,n Z  ; 

8) 
1

2
y

cos x
  ; 

9) График – тангенсоида. 
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IV) y ctg x  

1)  D( y ) x / x n  ; 

2) E( y ) R ; 

3) функция нечѐтная, график симметричен относительно начала коорди-

нат; 

4) функция периодическая с периодом 0T  ; 

5) функция убывает на  n; n ,n Z    , то есть на всей                облас-

ти определения; 

6) экстремумов нет; 

7) 0y   при 
2

x n,n Z


   ; 

8) 
1

2
y

sin x
   ; 

9) График – котангенсоида. 

 

 

 

 

V) y sec x  

1) 
2

D( y ) x / x n



 

   
 

; 

2)    E( y ) ; 1 1;     ; 

3) функция чѐтная, график симметричен относительно Oy; 

4) функция периодическая с периодом 20 T ; 

5) функция возрастает на 
2 n; 2 n 2 n; 2 n

2 2

 
    

   
      

   

, функция убывает на 

2 n; 2 n 2 n;2 n
2 2

 
    

   
         
   

; 

6) 1max y    при 2x n   , 1min y   при 2x n,n Z  ; 

7)  

8) y 0 ; 

9) 
2

1 sin x
y tg x sec x

cos x cos x

 
     

 
; 

10) График – секансоида. 
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VI) y cosec x  

 

1)  D( y ) x / x n  ; 

2)    E( y ) ; 1 1;     ; 

3) функция нечѐтная, график симметричен относительно начала коорди-

нат; 

4) функция периодическая с периодом 20 T ; 

5) функция возрастает на 3
2 n; 2 n 2 n; 2 n

2 2

 
     

   
       

   

, убывает на 

2 n;2 n 2 n; 2 n
2 2

 
   

   
      
   

; 

 

6) max y= -1  при x 2 n
2


   , min y=1  при x 2 n

2


  ; 

7) y 0 ; 

8) 
2

1 cos x
y ctg x cosec x

sin x sin x

  
      

 
; 

9) График – косекансоида 
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Замечание. Кроме описанных шести основных тригонометрических 

функций, иногда рассматривается ещѐ одна тригонометрическая функция 

синус-версус (обращѐнный синус): 1ver sin cos   . Но как будет уста-

новлено далее, еѐ аналитическая запись может быть представлена через 

синус половинного аргумента.  

Итак, сделаем некоторые выводы, касающиеся способов определения 

тригонометрических функций. Это может быть дано с помощью: 

1) единичного круга: 

 а) абсцисса (косинус) и ордината (синус) конца радиуса единичного 

круга, образующего угол   с осью абсцисс;  

 б) при всех допустимых значениях угла   тангенс этого угла равен 

ординате точки, в которой ось тангенсов пересекается с продолжением ра-

диуса единичной окружности, образующего угол  с осью абсцисс; 

2) круга произвольного радиуса: косинус и синус при этом – суть отноше-

ния абсциссы и ординаты конца радиус-вектора к радиусу круга; 

3) векторной интерпретации: косинус угла есть отношение проекции век-

тора, образующего угол   с осью абсцисс ан эту ось, к длине вектора. 

4) геометрической интерпретации: косинус острого угла есть отношение 

прилежащего катета к гипотенузе. 

Тригонометрическую функцию можно рассматривать как функцию, 

для которой значениями аргумента являются углы, а значениями функции 

– числа. Тригонометрическую функцию можно рассматривать как функ-

цию дуги (здесь дуга – угол), значит, тригонометрическую функцию мож-

но рассматривать как функцию числового аргумента. 

Аргумент тригонометрической функции называется дугой или углом, 

но под ним подразумевается не сама дуга, угол, а число, их измеряющее. 

 Элементарная математика вынуждена строить тригонометрию на базе 

геометрической теории, так как построить формулы, выражающие значе-

ния тригонометрических функций посредством только лишь алгебраиче-

ских действий над аргументом, невозможно.  
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Из школьного курса нам известны значения основных тригономет-

рических функций углов первой единичной окружности (от 0
0
 до 90

0
), до-

полним эту таблицу значениями секанса и косеканса: 

 

Таблица № 2. Значения тригонометрических  

функций наиболее важных  углов 

 

 sin  cos  tg  ctg  sec  cosec  

0
0
 (0) 0 1 0 – (нет) 1 – (нет) 

15
0 

12

 
 
   

2 3

2


 

2 3

2


 2 3  2 3  6 2  6 2  

18
0 

10

 
 
   

5 1

4


 

10 2 5

4



 

25 10 5

5



 

5 2 5  

50 10 5

5



 

5 1  

30
0 










6


 2

1
 

2

3
 

3

3
 3  

2 3

3
 2 

36
0 

5

 
 
   

10 2 5

4



 

5 1

4


 5 2 5  

25 10 5

5



 

5 1  
50 10 5

5



 

45
0 










4


 2

2
 

2

2
 1 1 2  2  

54
0 

3

10

 
 
 

 

5 1

4


 

10 2 5

4



 

25 10 5

5



 

5 2 5  

50 10 5

5



 

5 1  

60
0 










3


 2

3
 

2

1
 3  

3

3
 2 

2 3

3
 

75
0 

5

12

 
 
 

 

2 3

2


 

2 3

2


 2 3  2 3  6 2  6 2  

90
0 










2


 1 0 – (нет) 0 – (нет) 1 
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Тригонометрия играет очень важную роль при решении геометриче-

ских задач. Рассмотрим одно из таких приложений. Если известна сторона 

an  правильного n-угольника, вписанного в единичный круг, то легко вы-

числить значения тригонометрических функций от угла  
180

n n





. 

Для этого примем за начальный, радиус, делящий пополам сторону 

вписанного n-угольника, тогда 
2

an  является синусом угла 
n


, а апофема 

2
1

4

anln    – его синусом. 

Итак, 
2

ansin
n


 , 

2

1
4

na
cos

n


  . 

 

 
Тригонометрия играет важную роль при решении физических задач. 

Особенно это касается теории колебаний. 

В математике простым гармоническим или синусоидальным коле-

банием называется всякая функция (а также график) вида 

  0 0y Asin x ,A ,      . 

Функция  y Asin x    является периодической с наименьшим по-

ложительным периодом 
2

T



 . 

Простейшее гармоническое колебание с заданным периодом Т мож-

но представить в виде 
2 x

y Asin
T

 
  

 


 . 
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Многие процессы, рассматриваемые в физике и технике,  могут быть 

изучены с помощью гармонических колебаний. Это: распространение 

волн, движение механизмов паровой машины, сила и напряжение пере-

менного электромагнитного поля и т. д. 

Рассмотрим гармоническое колебание в общем виде: 

y Asin x
 

  
 





. Здесь: А – амплитуда, А sin x – преобразование ампли-

туды,   – начальная фаза,  sin x  – сдвиг фазы, sin x  – преобразование 

периода. 

График этой функции получается из обыкновенной синусоиды 

xy sin  путем последовательного выполнения простейших преобразова-

ний: 

1) 
1 1

x x ,y sin x     – преобразование периода; 

2)  
2 2

x x ,y sin x   


 


 – перенос начала координат в точку 

 
 
 




, то есть, сдвиг фазы; 

3)  
3 2

y Ay Asin x    – преобразование амплитуды. 

Если два гармонических колебания  1 1 1 1
y A sin x    и 

 2 2 2 2
y A sin x   имеют один и тот же период Т, то 

1 2
  . 

Сумма двух гармонических колебаний 
1 2

y y  – гармоническое ко-

лебание, равное 
1 2

y y asin x bcos x     , где 
1 1 2 2a A cos A cos    , 

1 1 2 2b A sin A sin    . 

Следовательно,  1 2
y y Asin x    , где 

     
2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 12A A cos A cos A sin A sin A A A A cos            

 и  

1 1 2 2A cos A cos
cos

A

  
  ,    1 1 2 2A sin A sin

sin
A

  
  . 

Сумма двух гармонических колебаний с различными периодами 

(наименьшими положительными) является периодической функцией в том 

и только том случае, если их периоды соизмеримы (имеют общую меру). 

Общим периодом суммы двух гармонических колебаний с соизме-

римыми периодами является общее кратное их периодов. 

Наименьшим положительным периодом суммы двух гармонических 

колебаний является наименьшее общее кратное наименьших положитель-

ных периодов. 
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При сложении двух гармонических колебаний с несоизмеримыми 

периодами получается непериодическая функция. 

Тригонометрические функции – трансцендентные. Из рассмотрен-

ных нами в первой части пособия трансцендентными (от лат. transcendens; 

в нашем случае – выходящий за пределы понимания) являются показа-

тельная и логарифмическая функции. 

(свойство трансцендентности тригонометрических функций): ни одна 

из тригонометрических функций не удовлетворяет никакому алгебраиче-

скому уравнению. 

Следствие. Закон соответствия тригонометрических функций не мо-

жет быть выражен посредством алгебраических действий над аргумента-

ми. 

Действительно, известное из математического анализа представле-

ние тригонометрических функций при помощи степенных рядов, кроме ал-

гебраических действий над аргументом, содержит операции предельного 

перехода (суммирование бесконечного ряда). 

 

§ 1.13. Формулы суммы и разности аргументов тригонометрических 

функций 

Теоремы сложения аргументов тригонометрических функций демон-

стрируют, что тригонометрические функции от суммы (разности) двух 

слагаемых выражаются алгебраически через значения тригонометрических 

функций от этих слагаемых. Наиболее важные формулы вытекают из тео-

ремы сложения. Большинство формул тригонометрии можно получить как 

еѐ следствия. 

Доказательство теорем сложения заключается в установлении соот-

ветствующих формул: 

  cos cos cos sin sin        ; (1.13.1) 

  cos cos cos sin sin        ; (1.13.2) 

  sin sin cos cos sin        ; (1.13.3) 

  sin sin cos cos sin        ; (1.13.4) 

 
 

1

tg tg
tg

tg tg

 
 

 


 

 
; (1.13.5) 

 
 

1

tg tg
tg

tg tg

 
 

 


 

 
; (1.13.6) 

 
 

1ctg ctg
ctg

ctg ctg

 
 

 

 
 


; (1.13.7) 



Глава I  
 

32 
 

 
 

1ctg ctg
ctg

ctg ctg

 
 

 

 
 


. (1.13.8) 

Приведѐм доказательство одной из представленных формул.  

Например, докажем формулу коси-

нуса разности (1.13.2), смысл которой 

можно сформулировать следующим об-

разом: косинус разности двух углов ра-

вен произведению косинусов этих углов, 

сложенному с произведением их сину-

сов. 

Предположим, что углы   и   

удовлетворяют следующим условиям: 

1) 0 2<  ; 

2) 0 2<  ; 

3)   .  

На Рис. 1.13.1 изображены углы  

  ( AOC )и  ( AOB ). Точки A, B, C 

лежат на единичной окружности  

(OA= OB= OC = 1). Заметим, что BOC     . Кроме системы коорди-

нат xOy будем рассматривать ещѐ новую систему координат x Oy  , полу-

чаемую из старой системы координат поворотом на угол  . В дальнейшем 

будем использовать тот факт, что расстояние BC, вычисленное в старой 

системе координат xOy и в новой системе координат x Oy  , будет одинако-

во. 

В системе координат xOy точка B имеет координаты  cos ;sin  , а 

точка C cos ;sin  . 

Из школьного курса геометрии известна формула, позволяющая на-

ходить расстояние между двумя точками в декартовой системе координат. 

Используя еѐ, найдѐм расстояние между точками B и С.  

   2 2 2
BC cos cos + sin sin ;       

   

2 2 2

2 2 2 1

2 2 2 2BC cos cos cos cos +sin sin sin sin

cos cos sin sin cos cos sin sin (*).

       

       

     

     
 

В системе координат x Oy   точка B(1;0), а точка 

C cos( );sin( )     . Найдѐм 2BC  в новой системе координат: 

    2 1
2 2BC cos +sin ;        

        2 2 1 2 12 2BC cos cos +sin cos (**).                 

Приравнивая правые части формул (*) и (**), получаем 
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    2 1 2 1cos cos cos sin sin .           

Откуда 

 cos cos cos sin sin        . 

Для доказательства формулы косинуса суммы (1.13.1) достаточно в 

доказанной формуле (1.13.2) заменить   на  . 

Действительно, 

        cos cos cos cos sin sin

cos cos sin sin .

       

   

        

 
 

При этом мы воспользовались свойством чѐтности косинуса и нечѐт-

ности синуса. 

Формулу синуса суммы (1.13.3) можно легко получить, используя 

формулу приведения.  

Действительно, 

   
2 2

2 2

sin cos cos

cos cos sin sin sin cos cos sin .

 
     

 
       

    
          

    

   
        

   

 

При некоторых частных предположениях относительно значений α и 

β формулы сложения можно установить различными способами, в том 

числе, непосредственно геометрически. Эти способы часто встречаются в 

школьных учебниках, но доказательствами теоремы сложения служить не 

могут, так как в них высказываются только частные предположения об ар-

гументах.  

Эти геометрические рассуждения – не 

доказательства, а только интерпретации тео-

ремы сложения: 

1) α и β – острые углы ∆АВС:  

Пусть  B ,    hc, , 

   ha, (Рис. 1.13.2). Тогда  

1

2ABC
S ac sin( )    . 

С другой стороны,  

S S S
ABC ABD DBC

  
1 1

2 2
AD h CD h   ,  

гдеh acos ccos   , AD csin , CD asin . Тогда 

 
1 1 1

2 2 2ABC
S csin acos a sin ccos ac sin cos sin cos .            

Сравнивая результаты вычисления площади треугольника двумя способа-
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ми, заключаем, что  sin sin cos cos sin        . Тем самым мы ещѐ 

раз подтвердили справедливость формулы (1.13.3). 

2)  Для интерпретации теоремы сложения можно 

исходить из непосредственного построения триго-

нометрических линий суммы (разности) углов: 

Внесѐм дополнительные построения в Рис. 

1.13.1. Построим следующие отрезки CD OB , 

DM CN , CN OA , MCD   (как углы со 

взаимно перпендикулярными сторонами) (см. Рис. 

1.13.3).  

Имеем:  sin CN CM MN     ,  

MN DK,  

DK ODsin cos sin    , 

MC CDcos cos sin    ,  

 sin cos sin cos sin         . 

3) Можно интерпретировать теорему сложения при помощи теоремы 

Птолемея, согласно которой: произведение диа-

гоналей выпуклого четырѐхугольника равно сумме 

произведений противоположных сторон (см. Рис. 

1.13.4). 

Действительно, пусть одна из диагоналей 

четырѐхугольника ABCD, вписанного в единич-

ную окружность равна AC, т.е. AC = 2 и пусть 

BAC   , DAC   . Тогда угол BDC   , 

т.к. он опирается на ту же дугу BC, что и угол 

BAC   . Угол CBD   , так он опирается на 

дугу CD.  

Пусть точка O – центр окружности. Тогда 2BOC   , т.к. он явля-

ется центральным углом, опирающимся на дугу BC, поэтому 

180 2BOA    , как смежный углу 2BOC   .  

Так как треугольник ABD вписан в окружность, то по следствию из 

теоремы синусов можем записать
 

2
BD

R
sin  




, а т.к. R = 1, то 

 2BD sin    . 

Треугольник AOB – равнобедренный, т.к. AO = OB (радиусы). Угол 

при вершине этого треугольника 180 2BOA    – центральный, следо-

вательно, угол 90BDA    .  
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Аналогично имеем:  

 
2

90

AB

sin 



, т.е.  2 90 2AB sin cos    . 

Так как треугольник BCD вписан в окружность, диаметр которой ра-

вен 2, то по теореме синусов можем записать 

2
BC

sin
 , 2

CD

sin
 . 

Из чего получаем 

2BC sin , 2CD sin . 

Для возможности применения теоремы Птолемея осталось найти AD.  

Рассмотрим треугольник AOD. Он является равнобедренным, т.к.                       

AO = OD =1 (радиусы) и угол при основании равен  , тогда угол 

2AOD=180  .  

Значит, AD=2cos . 

Запишем теорему Птолемея для нашего случая: 

AC BD=AB CD+BC AD   . 

Подставим найденные ранее длины соответствующих отрезков, по-

лучаем 

 2 2 2 2 2sin = cos sin + sin 2cos         . 

Сокращая обе части последнего равенства на число 4, получим фор-

мулу синуса суммы двух углов 

 sin sin cos cos sin        . 

 
На Рис. 1.13.5. представлена ещѐ одна геометрическая интерпретация 

сразу двух формул синуса суммы и косинуса суммы. 
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Пример 1.13.1. Вычислить 
10 20 10 20

19 11 19 11

sin cos cos sin

cos cos sin sin





   

   
.  

Решение. Воспользуемся формулами синуса суммы и косинуса сум-

мы, получим 

10 20 10 20 30 3
30

319 11 19 11 30

sin cos cos sin sin
tg

cos cos sin sin cos


  



    


    
. 

Ответ: 
3

3
. 

Замечание. Можно доказать справедливость обобщенных теорем сложе-

ния: 
sin( ) sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sin                   

 

 
51 2 1 31

n
sin a cos cos ...cos p p p ...ni ..i

          
 (1.13.3

*
) 

 

где
1 1 2

p tg tg ...,     2 1 2 1 3
p tg tg tg tg ...       . 

cos( ) cos cos cos sin sin cos sin cos sin cos sin sin                 

 

 
1

1 2 2 41

n
cos a cos cos ...cos p p ...ni ..i

          
 (1.13.1

*
) 

 

1

tg tg tg tg tg tg
tg( )

tg tg tg tg tg tg

       
   

       
. 

 

§ 1.14. Формулы кратного аргумента 

 

В тождественных преобразованиях тригонометрических выражений, 

а также при решении тригонометрических уравнений и неравенств важную 

роль играют так называемые формулы двойного аргумента: 

 

 2 2sin sin cos   ; (1.14.1) 

 2 22cos cos sin    ; (1.14.2) 

 2
2

21

tg
tg

tg








, 

4 2 2

k
, n,k ,n Z

  
       ; (1.14.3) 

 2 1
2

2

ctg
ctg

ctg







 , 

2

k
, n, k ,n Z


     . (1.14.4) 

Приведѐм доказательства каждой из этих формул. 
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Для доказательства формулы (1.14.1) можем воспользоваться фор-

мулой синуса суммы. 

Действительно, положим в формуле  

 sin sin cos cos sin         

  , будем иметь 

 sin sin cos cos sin         

или  

2 2sin sin cos   , 

что и доказывает справедливость формулы синуса двойного угла. 

Перейдѐм к доказательству формулы (1.14.2), для этого воспользу-

емся формулой косинуса суммы. 

Действительно, положим в формуле  

 cos cos cos sin sin         

  , будем иметь 

 cos cos cos sin sin         

или  

2 22cos cos sin    , 

тем самым получили результат, соответствующий формуле (1.14.2). 

Замечание 1. С помощью основного тригонометрического тождества 

формула косинуса двойного угла может быть модифицирована, причѐм 

дважды. Сначала можно получить аналог формулы (1.14.2), в правой части 

которого будет присутствовать только функция косинус, а затем – только 

синус. 

Т.к. основное тригонометрическое тождество имеет два следствия: 
2 2sin 1 cos    и 

2 2cos 1 sin   , то 

заменим сначала в формуле (1.14.2) слагаемое 
2sin   на равное ему 

21 cos  , получим 

 2 2 22 1 2 1cos cos cos cos .         

Итак,  
2cos2 2cos 1   . 

Аналогично, заменив слагаемое 
2cos   на 21 sin  , получим 

2 2 22 1 1 2cos sin sin sin .         

В связи с эти формулу косинуса двойного аргумента следует перепи-

сать в виде 
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 2 2

22 2 1

21 2

cos sin ,

cos cos ,

sin .

 

 



 

 

 


 (1.14.2*) 

Перейдем к доказательству формулы тангенса двойного аргумента. 

2

2 2

2

2
2 2 2

2
2 2 22 1

sin cos
sin sin cos tgcostg .
cos cos sincos sin tg

cos

 
   
    



   
 

 

Тем самым получили формулу (1.14.3). Следует отметить, что эта 

формула справедлива не для всех значений аргумента, а лишь для тех, ко-

торые удовлетворяют условиям 
4 2 2

k
, n,k ,n Z

  
       . 

Аналогично,  
2 2

2

2

2 2 22 1
2

22 2 2

cos sin
cos cos sin ctgsinctg .

sin cossin sin cos ctg

sin

 
   

    



 

     

Тем самым получили формулу (1.14.4). Эта формула также имеет ог-

раничения в плане еѐ применимости. Она верна лишь для тех аргументов, 

которые удовлетворяют условиям 
2

k
, n, k ,n Z


     . 

Замечание 2. Формулы тангенса и котангенса двойного аргумента 

также могут быть модифицированы, их можно переписать в виде: 

 2
2tg

ctg tg


 



, (1.14.3*) 

 
2

2

ctg tg
ctg

 



 . (1.14.4*) 

Формулы (1.14.3*) и (1.14.4*) следуют непосредственно из формул 

(1.14.3) и (1.14.4) путем деления числителя и знаменателя их правых час-

тей на tg  и ctg  соответственно. Следует помнить, что область приме-

нимости модифицированных формул также ограничена. 

Пример 1.14.1. Доказать справедливость равенства 

2 4 8 16 32 1

65 65 65 65 65 65 64
cos cos cos cos cos cos .

     
       

Решение. Обозначим левую часть доказываемого равенства через А. 

Умножим и разделим одновременно А на 2
65

sin


, получим  
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2 4 8 16 32
2

65 65 65 65 65 65 65

2
65

sin cos cos cos cos cos cos
A

sin

      



    
 . 

Замечаем, что в числителе дроби появилась формула синуса двойно-

го угла. Применяя еѐ, а также деля и умножая на 2 полученное выражение, 

будем иметь 

2 2 4 8 16 32
2

65 65 65 65 65 65

4
65

sin cos cos cos cos cos
A

sin

     



    
 . 

Поступая так и далее, получим цепочку похожих равенств: 

4 4 8 16 32
2

65 65 65 65 65

8
65

sin cos cos cos cos
A

sin

    



   
   

8 8 16 32 16 16 32
2 2

65 65 65 65 65 65 65

16 32
65 65

sin cos cos cos sin cos cos

sin sin

      

 

    
    

32 32
2

165 65 65

64
64 64

65 65

sin cos sin
.

sin sin

  

 


    

Итак, 
1

64
A  , что и требовалось доказать. 

Немаловажную роль в тригонометрии играют ещѐ и формулы трой-

ного аргумента: 

 33 3 4sin sin sin    ; (1.14.5) 

 33 4 3cos cos cos    ; (1.14.6) 

 33
3

21 3

tg tg
tg

tg

 








,  2 1

6
n ,n Z


    ; (1.14.7) 

 33
3

21 3

ctg ctg
ctg

ctg

 








, 

3

k
, k Z


   . (1.14.8) 

Докажем сначала первые две из представленных формул. Имеем: 
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 

   
3 2 2 2

2 2 3 21 2 2 2 2 1

3 3 32 2 2 3 4

sin sin sin cos sin cos

sin sin sin cos sin sin sin sin

sin sin sin sin sin sin .

      

       

     

    

        

     
 

Тем самым показана справедливость формулы (1.14.5). 

 

   
3 2 2 2

2 2 3 22 1 2 2 2 1

3 3 32 2 2 4 3

cos cos cos cos sin sin

cos cos sin cos cos cos cos cos

cos cos cos cos cos cos .

      

       

     

    

       

     
 

Доказана также справедливость формулы (1.14.6). 

Далее докажем формулу (1.14.7): 

 

2

22 1
3 2

21 2
1

21

tg
tg

tg tg tg
tg tg

tgtg tg
tg

tg


 

    
 

 





  
  

  


 

   
   

3 22 1 33

22 2 2 1 31 1 2

tg tg tg tg
tg tg

.
tgtg tg tg

   


 
   

   
 

  
 

Аналогично доказывается формула котангенса тройного аргумента. 

Следует отметить, что существуют альтернативные формулы трой-

ного аргумента. Приведѐм их без доказательства. 

    3 4
3 3

sin sin sin sin         ; (1.14.9) 

    3 4
3 3

cos cos cos cos         ; (1.14.10) 

 
3

3 3
tg tg tg tg

 
   

   
       

   
; (1.14.11) 

 
3

3 3
ctg ctg ctg ctg

 
   

   
       

   
. (1.14.15) 

Пример 1.14.2. Проверить справедливость равенства 
6 4 220 33 20 27 20 3tg tg tg .        

Решение. Положим сначала 220tg y . Тогда данное равенство мо-

жем переписать в виде 
3 233 27 3y y y      или 3 2 26 27 9 18 3y y y y y     . 
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Далее 
3 2 26 9 3 18 27y y y y y     , 

   2 26 9 3 1 6 9y y y y y     , 

   2 2
3 3 1 3y y y   , 

 

 

2
3

3
2

1 3

y y

y





, 

Извлечѐм квадратный корень из обеих частей последнего равенства 

 

 

2
3

3
2

1 3

y y

y





, 

3
3

1 3

y
y

y


 


, 

Подставим вместо y обратно 220tg  , получим 

220 3220 3
21 3 20

tg
tg

tg


 
 





, 

220 3
20 3

21 3 20

tg
tg

tg


 
 





, 

320 3 20
3

21 3 20

tg tg

tg

 


 

 


. 

В левой части последнего равенства стоит формула тангенса тройно-

го угла, поэтому 

 3 20 3tg   , 

60 3tg  , 

3 3 , 

Тем самым получили верное числовое равенство, что и доказывает 

справедливость исходного равенства. 

Формулы двойного аргумента можно получить из формул сложения 

аргументов. Мы покажем, как получить более общие формулы. 

Чтобы вывести общее выражение для cosn  и sinn , достаточно в 

формулах сложения (1.13.1) и (1.13.3) все 
i заменить на  , то есть, 

1 2 ...    , тогда: 

 2 2 2 4 4 4n n n

n ncosn cos C sin cos C sin cos ...         (1.14.16) 
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Последний член в этой формуле равен  
1

1
21

n
nn cos sin


     для нечѐтно-

го n или  21
n

nsin для чѐтного n. 

 2 2 2 4 4 4n n n

n ncosn cos C sin cos C sin cos ...         (1.14.17) 

Последний член в этой формуле равен  

1

2

1

n

nsin



 для нечѐтного n или 

 

2

2
11

n

nn sin



    – для чѐтного n . 

Замечание 3: для формул (1.14.16) и (1.14.17)в классической литера-

туре можно встретить специальные обозначения
nC   и

nS   соответственно. 

Эти формулы можно получить другим способом, воспользовавшись 

формулой Муавра из теории комплексных чисел: 

 
n

cos i sin cosn i sinn     . Левую часть этой формулы преобразо-

вывают по формуле бинома Ньютона. Затем приравнивают действитель-

ную и мнимую части комплексных чисел, стоящих в левой и правой частях 

равенства. Из рассмотрения формул cosn  и sinn  (левых частей), следу-

ет, что их можно преобразовать в однородные многочлены (однородным 

называется многочлен, каждый член которого имеет одинаковую степень 

переменной) степени n относительно cos  и sin . Левая часть тождества 

для cosn содержит только чѐтные степени синуса, их можно выразить че-

рез косинус:  2 21
k

ksin cos    . Тогда формула для cosn  примет вид: 

2 2 2 4 4 2 21 1n n n

n ncosn cos C cos ( cos ) C cos ( cos ) ...             

Если в этой формуле cos  заменить на х, то получается многочлен, 

который называется n-м полиномом Чебышева: 
2 2 2 4 4 2 21 1n n n

n n nT ( x ) x C x ( x ) C x ( x ) ...        

Значит, cosn T (cos )n   . 

Далее,  
1 1 3 2 3 5 4 5n n n

n n nsinn sin (C cos C sin cos C sin cos ...)          Вы-

ражение в скобках содержит синусы только в чѐтных степенях, значит, его 

можно представить в виде многочлена относительно косинуса: 
1 1 3 2 3 5 2 51 1n n n

n n n nU ( x ) C x C ( x )x C ( x ) x       . Это выражение носит назва-

ние n-го полинома Чебышева II-го рода. Значит, nsinn sin U (cos )    . 

Многочлен 
nT ( x )имеет п-ю, а 

nU ( x )п-1-ю степень. 

Многочлены Чебышѐва – это две последовательности многочленов, 

названные в честь русского математика и механика Пафнутия Львовича 

Чебышѐва. Они могут дать наиболее точное приближение функции. 

Ошибка этого приближения очень мала. Многочлены (их чаще называют 
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полиномами) Чебышѐва используют для корректировки разложения функ-

ции в ряд Тейлора. 

 

§ 1.15. Формулы половинного аргумента 

(формулы понижения степени) 

 

Под формулами половинного аргумента понимают формулы: 

 
1

2 2

cos
sin

 
  , (1.15.1) 

 
1

2 2

cos
cos

 
  , (1.15.2) 

 
1

2 1

cos
tg

cos

 




 


, (1.15.3) 

 
1

2 1

cos
сtg

cos

 




 


. (1.15.4) 

 

Для доказательства формул (1.15.1) и (1.15.2) будем использовать 

формулу (1.14.2*) из § 1.14. 

Действительно, возьмѐм соотношение 

22 1 2cos sin .    

Откуда получаем 

1 22

2

cos
sin .





  

Заменим в последнем равенстве   на 
2


 и 2  на   соответственно, 

получим 

12

2 2

cos
sin .

 
  

Извлекая корень квадратный из обеих частей этого равенства, будем 

иметь 

1

2 2

cos
sin .

 
   

Тем самым формула (1.16.1) синуса половинного аргумента доказа-

на. 

Возьмѐм теперь соотношение 

22 2 1cos cos .    

Откуда 
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1 22

2

cos
cos .





  

Делая замену   на 
2


 и 2  на   соответственно, получим 

12

2 2

cos
cos .

 
  

Извлекая теперь корень квадратный из обеих частей этого равенства, 

будем иметь 

1

2 2

cos
cos .

 
   

Тем самым показана справедливость формулы косинуса половинного 

аргумента (1.15.2). 

Для получения формулы тангенса половинного аргумента поступим 

следующим образом: 

1

122

2 11

2 2

cos
sin

cos
tg

coscoscos


 

 





   




. 

Таким образом, мы получили формулу (1.15.3).  

Далее воспользуемся соотношением, связывающим тангенс и котан-

генс одного и того же аргумента 

1

2

2

ctg

tg




 . 

Тогда  

1 1

2 11

1

cos
ctg

coscos

cos

 






  






. 

Получена формула (1.15.4).  

Замечание 1. Формулы (1.15.3) и (1.15.4) могут быть представлены в 

несколько ином виде, а именно: 

 1

2 1

sin cos
tg

cos sin

  

 


 


, (1.15.3*) 

 1

2 1

cos sin
ctg

sin cos

  

 


 


. (1.15.4*) 

Приведѐм лишь доказательство формулы (1.15.3*), ибо формула 

(1.15.4*) может быть получена аналогичным способом. 
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 
   

   

22 122 2 2
2 1 1 122 2

2 2 2 2

1 1 1

2 21

sinsin sin cos sin cossin
tg

cos cos cos
cos cos cos cos

sin cos sin cos cos
.

sincos sin

  
  

      

    

 

 
          

   


    
  



 

Из формул половинного аргумента непосредственно вытекают так 

называемые формулы понижения степени.  

Действительно, формулы (1.15.1) и (1.15.2), записанные соответст-

венно виде 

 1 22

2

cos
sin





  (1.15.5) 

и  

 12

2 2

cos
cos

 
  (1.15.6) 

представляют собой формулы понижения степени. 

Пример 1.15.1. Найдите наибольшее и наименьшее значение выра-

жения 4 4sin cos  .  

Решение. Воспользуемся формулами понижения степени 

       
2 2 2 2

4 4

2 2 4

2 2 2 21 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2

4 4 2

1-cos2x 1+cos2x 1-cos2x 1-cos2x
sin x cos x=

cos x cos x cos x cos x cos x cos x
.

   
      

   

      
  

 

Теперь ясно, что наибольшее значение достигается при 2 2cos x=1, а 

наименьшее – при 2 2cos x=0 . Итак, наибольшее значение выражения рав-

но 1, а наименьшее равно 0,5. 

Замечание 2. К формулам понижения степени можно отнести также: 

 
 

13 3 3
4

sin sin sin     (1.15.7) 

и  

 
 

13 3 3
4

cos cos cos    ,  (1.15.8) 

которые непосредственно вытекают из формул синуса и косинуса тройно-

го аргумента. 

Пример 1.15.2. Упростите выражение 
3 3 33 9

3 9 27

x x x
sin sin sin .   
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Решение.  

1 13 3 33 9 3 3 3
3 9 27 4 3 4 9 3

1 3 1 9 3 27 9
9 3

4 27 9 4 3 4 4 9 4 3 4 27 4 9

27 1 1

4 27 4 4 27

x x x x x x
sin sin sin sin sin x sin sin

x x x x x x x
sin sin sin sin x sin sin sin sin

x x
sin sin x sin sin x .

   
          

   

 
          

 

 
    

 

 

 

§ 1.16. Формулы преобразования произведения тригонометрических 

функций в сумму 
 

Важную роль играют ещѐ и формулы, позволяющие выполнять об-

ратные действия по отношению к формулам, иллюстрирующим теорему 

сложения, – так называемые формулы преобразования суммы тригоно-

метрических функций в произведение: 

 

 
 

1

2
cos xcos y cos( x y ) cos( x y ) ;     (1.16.1) 

 
 

1

2
sin x sin y cos( x y ) cos( x y ) ;     (1.16.2) 

 
 

1

2
sin xcos y sin( x y ) sin( x y )    . (1.16.3) 

Формулы преобразования произведения тригонометрических функ-

ций в сумму можно получить, почленно складывая или вычитая формулы 

сложения аргументов. 

Докажем первую из представленных формул. Имеем: 

1
2

2

cos( x y ) cos( x y ) cos x cos y sin x sin y cos x cos y sin x sin y

cos x cos y cos x cos y cos x cos y, cos x cos y (cos( x y )

cos( x y )).

           

          

 

Тем самым показана справедливость формулы (1.16.1). 

Остальные формулы доказываются аналогично. 

Следствие: Последовательным применением формул суммы аргу-

ментов, их перемножением, можно любое произведение 

1 ncos ... cos     1 msin ... sin     преобразовать в сумму косинусов и си-

нусов. 

Пример 1.16.1. Вычислить произведение 

20 40 80sin sin sin     
Решение. Применим сначала формулу (1.16.2):  
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 1
20 80 60 100

2
sin sin cos cos      . 

Тогда данное выражение можно переписать в виде 

20 40 80sin sin sin    

 

   

1 1 1
60 100 40 60 40 100 40

2 2 2

1 1 1 1 1
40 100 40 40 100 40

2 2 2 4 2

1 1 1 1 1 3 3
180 140 140 60 140 140

4 4 4 4 4 2 8

cos cos sin cos sin cos sin

sin cos sin sin cos sin

sin sin sin sin sin .

      

       

        

      

     

     

Заметим, что формулы преобразования произведения тригонометрических 

функций в сумму здесь применяются дважды (сначала (1.16.2), а затем 

(1.16.3)). 

 

§ 1.17. Формулы преобразования суммы тригонометрических функций в 

произведение 
 

Под формулами преобразования суммы тригонометрических 

функций в произведение понимают следующие: 

 
2

2 2

x y x y
sin x sin y sin cos ;


 


 (1.17.1) 

 
2

2 2

x y x y
cos x cos y cos cos ;

 
   (1.17.2) 

 
2

2 2

x y x y
cos x cos y sin sin ;

 
   . (1.17.3) 

  sin
tg tg

cos cos

 
   

 
 (1.17.4) 

Действительно, используем формулы (1.13.3) и (1.13.4):  

 sin sin cos cos sin         (*)  

 sin sin cos cos sin         (**). 

В результате почленного сложения и вычитания этих равенств полу-

чим: 

   

   

2

2

sin sin sin cos

sin sin cos sin

     

     

   

   
. 

Положим в этих равенствах x,   y   . Решая эти уравне-

ния относительно   и  , получим 
2

x y
 , 

2

x y
 . 
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В (*) и (**) подставим выражения для   ,   ,   и  . Полу-

чим (1.17.1). 

Остальные формулы доказываются аналогично. 

Пример 1.17.1. Найти значение дроби 
sin4 sin5 sin6

.
s4 cos5 s6

x x x

co x x co x

 

 
 

Решение. Применим формулы (1.17.1) и (1.17.2), получим: 

sin4 sin5 sin6 2sin5 cos sin5 2cos 1
5 5

s4 cos5 s6 2cos5 cos cos5 2cos 1

x x x x x x x
tg x tg x

co x x co x x x x x

   
  

   
, 

при условии
2

2 ,
3

x k k Z   


 , (2 1), .
10

x m m Z  


 

 

§ 1.18. Тригонометрические многочлены 
 

Среди выражений, в которые входят тригонометрические функции, 

есть выражения определѐнного вида, преобразование к которым является 

самостоятельной задачей. 

Выражение вида 

0 1 1P( ) a ( a cos b sin )      k k... ( a cosk b sink )   +...

n n( a cosn b sinn )    называется тригонометрическим многочленом n-

го порядка, при этом 0n na b  . 

Теорема. Всякая целая неотрицательная степень косинуса и синуса 

( ncos x  и msin x ), а также всякое произведение этих степеней могут быть 

преобразованы в тригонометрический многочлен. 

Теорема. Всякий тригонометрический многочлен может быть пре-

образован в многочлен относительно косинуса и синуса: 

P( ) Q(cos ,sin )    , где P( )  – тригонометрический многочлен, 

Q( x,y )– некоторый многочлен от двух аргументов. При этом порядок 

тригонометрического многочлена P( )  равен степени соответствующего 

многочлена Q( x,y )и обратно. Это представление не единственно, так как 

любая содержащаяся в Q( x,y )  чѐтная степень косинуса (синуса) может 

быть выражена через синус (косинус). 

Пример 1.18.1. Преобразовать выражение в тригонометрический 

многочлен 3 42cos sin cos cos sin        . 

Решение. Применим формулы (1.14.1)
1

sin cos sin2
2

    и 

(1.15.8)
3 cos33cos s
4 4

co 


  .  

Кроме того, 
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 
2 2

2
4 2 1 cos2 1 1 cos 2

s sin s2
2 2 4 2 4

1 1 1 1 3 1 1
s2 (1 cos4 ) s2 cos4 .

4 2 4 2 8 2 8

in co

co co

 
  

   

 
 
 

 
 
 

      

      

 

Заметим, что при преобразовании последнего выражения мы исполь-

зовали формулу понижения степени. 

Итак: 

3 4 1 3 cos3 3
2cos sin cos cos sin 2cos sin 2 s

2 4 4 8

1 1 11 1 1 1 3
s2 cos4 cos sin 2 s2 s4 .

2 8 4 2 2 8 8

co

co co co


       

     

         

      

 

 

§ 1.19. Преобразование тригонометрических выражений 
 

Тригонометрия обладает достаточно большим арсеналом специфиче-

ских формул, позволяющих упрощать соответствующие выражения, ана-

литическое выражение соответствующих функций. 

Преобразование тригонометрических выражений осуществляется по 

правилам. Эти правила общие для всех алгебраических выражений, но, 

кроме того, есть специфические правила, основывающиеся на принципах 

работы с углами или дугами.  

В тождественных преобразованиях тригонометрических выражений 

могут быть использованы все известные из алгебры приѐмы и методы: 

сложение или вычитание одинаковых слагаемых, вынесение общего мно-

жителя за скобку, умножение и деление на одну и ту же величину,  приме-

нение формул сокращѐнного умножения, выделение полного квадрата, 

разложение трехчлена на множители, введение новой переменной с целью 

упрощения преобразований.  

При преобразовании тригонометрических выражений, содержащих 

дроби, рекомендуется использовать: свойства пропорции, основное свой-

ство дроби, правило приведения дробей к общему знаменателю, выделение 

целой части в дроби, учѐт однородности числителя или знаменателя, пред-

ставление дроби в виде суммы или разности нескольких более простых 

дробей. 

Основой выполнения тождественных преобразований тригонометри-

ческих выражений являются рассмотренные нами выше теоремы сложения 

и вытекающие из них следствия, а также основные тригонометрические 

тождества. Но тождественные преобразования тригонометрических выра-

жений, как по цели, так и по методам, весьма разнообразны. Навыки в ра-

циональном выполнении преобразований достигаются практикой. 
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Итак, в зависимости от используемых методов и приемов, можно 

выделить несколько групп однотипных задач, относительно преобразова-

ния которых можно дать следующие методические указания. 

Применяя метод группировки, рекомендуется:  

 выделить в рассматриваемом выражении те значения тригонометри-

ческих функций, у которых аргументы в сумме или разности дают угол, 

кратный 
2


, затем сгруппировать их соответствующим образом и упро-

стить по формулам приведения; 

 определить и соответствующим образом сгруппировать те члены 

рассматриваемого выражения, которые после преобразований по основ-

ным тригонометрическим тождествам дают известные значения тригоно-

метрических функций; 

 для членов рассматриваемого выражения, содержащих разновеликие 

коэффициенты, провести, в случае необходимости, соответствующее вы-

равнивание коэффициентов путем добавления и вычитания одинаковых 

слагаемых. 

Пример 1.19.1. Вычислить сумму 0 0 0 0c 9 27 81 63tg ctg ctg ctg   . 

Решение. Сгруппируем слагаемые, руководствуясь предложенными 

выше рекомендациями, так, чтобы аргументы, попавшие в одну группу, в 

сумме давали 90
0
: 

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

cos9 cos81 cos27 cos63
(c 9 81 ) ( 27 63 )

sin9 sin81 sin 27 sin63

cos9 sin81 cos81 sin9 cos27 sin63 cos63 sin 27

sin9 sin81 sin 27 sin63

sin90 sin90

sin9 sin81 s

tg ctg ctg ctg
   
   
   

       

     
  

 

 


0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0
4.

sin90 sin90

in 27 sin63 sin9 sin(90 9 ) sin 27 sin(90 27 )

1 1 2 2 sin54 sin18
2

sin9 cos9 sin 27 s27 sin18 sin54 sin18 sin54

sin18 cos36 cos36
4 4

sin18 sin(90 36 ) cos36

co

  
    


     

 


  



 

Заметим, что, помимо основного, определяющего путь решения, ме-

тода группировки, в решении этого примера использовались тригономет-

рические формулы различных групп. 

Метод домножения используется, когда рассматриваемое выраже-

ние преобразовывается путем умножения и деления соответствующих 

членов на подходящую тригонометрическую функцию. Например: 

 для произведения вида  2 2kcos xcos x ... cos x   рекомендуется ум-

ножение и деление на 2k+1 sin x ; 
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 суммы 2cos x cos x ... cosnx   и 2sinx sin x ... sinnx   преобра-

зуются умножением и делением на 2
2

x
sin  с последующим применением 

формул преобразования произведения в сумму или разность. 

Пример 1.19.2. Найти сумму 
2 4 6

s cos cos .
7 7 7

co  
  

 

Умножим и разделим данное выражение на 2sin
7


. 

Тогда 

2 4 6 2 4 62sin cos cos cos 2sin cos 2sin cos 2sin cos
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7

2sin 2sin
7 7

3 5 3 5
sin sin sin sin sin sin sin

17 7 7 7 7 7 .
2

2sin 2sin
7 7

         

 

     


 

 
       

 
 

    

    

 

Метод получения уравнений для искомой величины рекомендуется, 

если, после ряда преобразований, можно свести вычисление рассматри-

ваемого выражения к решению соответствующего уравнения или системы 

уравнений относительно требуемой величины. 

Пример 1.19.3. Вычислить 0s 18in . 

Решение. Используем соотношения между дополнительными углами 
0 0 0 0s 36 sin(90 54 ) cos54 .in     

Далее используем формулы кратного аргумента: 
0 0 0

0 3 0 0

s 36 2sin18 cos18

s54 4cos 18 3cos18

in

co



 
. 

Затем объединяем полученные результаты: 
0 0 3 0 0

0 2 0

0 2 0

2sin18 cos18 4cos 18 3cos18 ,

2sin18 4cos 18 3,

2sin18 1 4sin 18 .

 

 

 

 

Преобразования проводились при условии 0sin18 0 , что очевидно, 

так как 018 – угол первой четверти, отличный от 0. 

Далее трактуем запись 0 2 02sin18 1 4sin 18   как верное числовое ра-

венство (это доказано, так как для вывода его применялись тождества), ко-

торое получается при подстановке корня вместо переменной.  

Зададимся вопросом – как выглядело уравнение, в которое подстав-

лялся корень 0sin18 . Это уравнение 24 2 1 0a a   . Значит, число 

0 1 5
sin18

4
a

 
  , так как 0a  . 

Существует такой тип тождественных преобразований, который 

предполагает исключение неизвестных из системы уравнений. Требуется 



Глава I  
 

52 
 

найти необходимые (в общем случае не достаточные) условия в виде урав-

нений, которым должны удовлетворять значения параметров, чтобы дан-

ная система имела решения. То есть, в результате преобразований неиз-

вестные должны «исчезнуть», а останется только равенство, выражающее 

зависимость между параметрами, если их несколько, или значение пара-

метра, если параметр один. При выполнении таких преобразований надле-

жит руководствоваться следующими указаниями: 

1) допустимы преобразования уравнений, в результате которых мно-

жество всех решений системы расширяется (то есть, возможно появление 

посторонних решений), но недопустимы преобразования, при которых 

происходит потеря решений; 

2) преобразования уравнений выполняются с тем расчѐтом, чтобы в 

качестве следствий из данных уравнений получились уравнения между па-

раметрами, не содержащие неизвестных и не обращающиеся в тождество. 

Пример 1.19.4. Исключить х из системы уравнений 
2 2

4 4

,

.

tg х сtg x a

tg x ctg x b





 

 
 

Решение. Требуется найти соотношение между параметрами а и b, 

являющиеся необходимым, но не достаточным, при которых выполняются 

оба данных равенства. 

Возведѐм в квадрат первое равенство: 4 4 2 2 22 .tg х ctg x tg x ctg x a     

В силу второго равенства и, учитывая, что 1tgх ctgx  , получаем 
22 .b a   

Преобразование тригонометрических выражений можно произво-

дить, введя новую неизвестную с целью рационализации. 

Теорема. Для любой функции R(cos x,sin x ) , рациональной относи-

тельно cos x  и sin x , подстановка 
2

x
t tg  является рационализирующей, то 

есть, если функция R(cos x,sin x )  может быть представлена в виде сложной 

функции от промежуточного аргумента t f ( x ) , то 

есть, 1R(cos x,sin x ) R ( t ) , где 1R ( t )– рациональная функция. 

Доказательство. Докажем, что cos x  и sin x  рационально выражаются 

через 
2

x
t tg .  

Так,  

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

cos sin
2 2

cos sin cos cos 1
2 2 2 2 2cos cos sin .

2 2 cos sin cos sin 1
2 2 2 2 2

cos cos
2 2

x x

x x x x x
tgx x

x
x x x x x

tg

x x


 

    
 


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В ходе доказательства использовалась формула 1.14.2 с последую-

щим делением числителя и знаменателя на одно и то же выражение. В ча-

стности, на 2cos
2

x
. 

Замечание: Подстановку 
2

x
t tg  называют универсальной. 

Не только 
2

x
t tg  является рационализирующей подстановкой. Есть 

и другие случаи, в которых рационализация может быть достигнута по-

средствам более простых подстановок: 

1) если R(cos x,sin x )содержит тригонометрические функции только 

в четных степенях, то t sin x  ( t cos x ) – рационализирующая подстанов-

ка, так как    2 2 21 1
k k

kcos x sin x t    ,  2 21R(cos x,sin x ) R t ,t  ; 

2) если числитель и знаменатель выражения R(cos x,sin x ) , являюще-

гося алгебраической дробью относительно cos x  и sin x , есть однородные 

многочлены одной и той же степени k  относительно cos x  и sin x , то 

t tgx  ( t ctgx ) – рационализирующая подстановка; тогда sinx t cos x  ; 

после замены все члены числителя и знаменателя будут иметь общий мно-

житель kcos x , на который и производят сокращение; 

3) если все члены числителя и знаменателя выражения R(cos x,sin x )  

имеют чѐтную (нечѐтную) степень относительно cos x  ( sin x ), то подста-

новка t tgx  – рационализирующая; степени двух различных членов чис-

лителя и знаменателя отличаются друг от друга на чѐтное число единиц, 

следовательно, можно заменить числитель и знаменатель тождественными 

однородными многочленами, то есть, умножить члены более низких сте-

пеней на некоторую степень тригонометрической единицы; 

4) если функция  R cos x,sin x – чѐтная, то подстановка t cos x – ра-

ционализирующая. 

Следствие к 4): если  R cos x,sin x – нечѐтная функция, то 

 
1

R cos ,sin
sin

 


 – чѐтная функция. 

Пример 1.19.5. Выразить через тангенс и котангенс 

дробь
2 2

1

sin cosx x
. 

Решение. 

 
2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 4
2 2

2 2 2 2

cos sin1 cos 2cos sin sin

sin cos sin cos sin cos

cos sin
2 2.

sin cos sin cos

x x x x x x

x x x x x x

x x
ctg x tg x

x x x x

   
  

  

    
 
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Преобразования посредством введения вспомогательного угла в об-

щем виде можно характеризовать следующим образом: данное число или 

выражение рассматривается как значение тригонометрической функции от 

некоторого аргумента, называемого вспомогательным углом (вспомога-

тельным аргументом). Из множества всех возможных значений для вспо-

могательного угла выбирается одно, вполне определѐнное значение. Этим 

выбором вспомогательный угол по заданному значению его тригономет-

рической функции вполне определяется и в дальнейших преобразованиях 

считается известным. 

Итак, рассмотрим равенство asinx bcos x c  , 2 2 0a b  . Разделим 

левую и правую части его на 
2 2a b : 

2 2 2 2 2 2

a b c
sin x cos x

a b a b a b
 

  
. 

Так как 

2 2

2 2 2 2
1

a b

a b a b

   
    

    
, то существует угол  , такой, 

что 
2 2

a
cos ,

a b
 

 2 2

b
sin

a b
 


, при этом 

2 2

a
arccos

a b
 


 (или 

2 2

b
arcsin

a b
 


).  

Тогда равенство примет вид: 

2 2

c
sin xcos cos x sin

a b
  




2 2

c
sin( x )

a b
  


,  , 

 
2 2

1
k c

x arcsin k ,
a b

     


 , 

 
2 2 2 2

1
k c a

x arcsin arccos k ,k Z.
a b a b

     
 

 

Пример 1.19.6. Докажите, что 
1 2

2 4

sin
tg

cos

 




  
  

 
. 

Решение.  
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   
     

   

 

2 21 2 1 21 2 1 2 2

2 2 1 2 2 1 2 2 1 2

2 22

2 2 21 2 2

2 2

2 2

2

2

sin sinsin sin cos

cos cos sin cos sin cos sin

cos sin cos sincos cos sin

sin sin sin cos cos cos sin

cos sin
cos sin

cos sin
cos

   

      

     

      

 
 

 


   
  

     

  
   

   




 




2
4

42
2

42

2 4 4

cos

ctg

sins in

tg tg .










  
 

 
 

      
    
 

    
        

    

 

К выбору угла   в задачах с параметрами надо относиться внима-

тельно, так как выбор 
2 2

a
arccos

a b
 


 или 

2 2

b
arcsin

a b
 


 не всегда 

равносилен. 

Введение вспомогательного угла используется при: 

1) переходе к полярным координатам; если хотя бы одно из чисел a 

или b отлично от 0, то в [0,2π) или (-π,π] существует единственное значе-

ние  , при котором cosa r   и sinb r  , а 
2 2r а b  . 

Если a и  b есть действительная и мнимая части комплексного числа 

z a bi  , то переход к полярным координатам означает переход к триго-

нометрической форме комплексного числа: (cos sin )z r i   . 

2) преобразовании суммы вида asin x bcos x   ; для этого вводят 

полярные координаты, тогда  

asin x bcos x r sin( x ) rcos( x )         . 

3) применении различных приемов преобразования алгебраических 

сумм в произведения, содержащих в качестве множителей известные 

числа и тригонометрические функции от вспомогательного аргумента; 

1
0
 . Дано: a b . Введем 

b
arctg

a
  , тогда  

1 1
b

a b a a( tg )
a

 
       

 

2
4

a sin

cos

 
  
 


 

(последний шаг выполнен с использованием одного из следствий формул 

преобразования суммы тригонометрических функций в произведение). 
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2
0
 . 

2
4

a sin

a b
cos

 
  

  


.  

3
0 
. Если 0ab ,  то 0

b

a
  и 

b
arctg ,

a
   то 

2 21a b a( tg ) asec ,      21a b a( tg )    
2

2сos
a

sec





. 

4
0 
. 

1

1 4

a b b tg
arctg tg

a b a tg

      
            

. 

5
0 
. Если b a , вводим 

b
arcsin

a
   и тогда  

2
2 2 2 2 2

2
1 (1 sin )

b
a b a a

a

 
 
 

      2 2cosa   

Если же 
b

arccos
a

  , то 2 2 2 2a b a sin   . 

6
0 
. Если b a , 

b
arccos

a
  , то 

2
2 2 2 2 2 2 2

2
1 1

a
a b b b (sec ) b tg

b

 
       

 
. 

7
0 
. Если 

b
arctg ,

a
   то 2 2 2 2a b a sec    (используем 3

0
). 

Введением вспомогательного аргумента пользуются для преобразо-

вания некоторых иррациональных выражений в рациональные относи-

тельно тригонометрической функции от вспомогательного угла, например: 

1) 2 2 0R( x, a x ),a ,R(u,v )   – рациональная функция, где 

a x a   x acost,
x

t arccos ,
a

  тогда 2 2 2 2(1 cos ) sina x a t a t    ; 

2) 2 2R( x, x a ),  причѐм x a . Вводится подстановка x asect  или 

a
t arccos

x
 , тогда 2 2

atgt,a x
x a a tgt

atgt, x a.

  
   

    
 

3) 2 2R( x, x a ) . Вводится подстановка x a tgt   и 
2 2x a a sect.    

Указанные подстановки применяются в математическом анализе при 

интегрировании выражений и при вычислении суммы косинусов и синусов 

дуг, образующих арифметическую прогрессию: 

cos cos( ) cos( 2 ) ...h h       
0

cos( ) cos( )
n

k

nh kh


     . 

Имеем: 

1

2 2 2 2

h h h
sin cos sin sin ;

    
          

    
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 
1 3

2 2 2 2

h h h
sin cos h sin sin

    
           

    
… 

Сложим почленно и разделим на 
2

h
sin , получится: 

0

1

1 2 1 2 2

2 2
2

2 2

n

k

nh n
cos sin h

n h
cos( kh ) sin h sin

h h
sin sin



 
                        

    

Если заменить   на 
2


 , а h на–h , то получим 

0

n

k

sin( kh )


  

1

2 2

2

nh n
sin( ) sin h

h
sin


   

.    
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ГЛАВА II. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ  

И ИХ СВОЙСТВА 

 

§ 2.1. Арксинус 

 

Рассмотрим функцию у = sinх. Так как еѐ областью определения яв-

ляется вся ось Ох ( <x<+  ), а областью значений – отрезок [–1, 1] оси 

Оу ( 1 1y   ), то об обратной функции (по отношению к функции у = sinх) 

можно говорить лишь на отрезке [–1, 1] оси Оу.  

Рассмотрим, например, значение у = 0. Функция у = sinх достигает 

этого значения на бесконечном множестве (очевидно, что это происходит 

при значениях аргумента x k , см. Рис. 2.1.1).По данному значению у не-

возможно найти одно единственное значение х. Значит, на всей оси Ох 

функция у = sinх обратной (однозначной) функции не имеет. 

Рис. 2.1.1 

Переход к обратной функции станет возможным, если рассматривать 

y = sinx не при произвольных значениях х, а лишь на каком-либо проме-

жутке, в котором эта функция является монотонной. 

В качестве промежутка оси Ох, на котором рассматривается функция 

y = sinx в купе с обратной к ней функцией, обычно берут отрезок
2 2

;
  

 
 

. 

Очевидно, что на промежутке
2 2

x
 

    функция у = sinх возрастает, при-

нимая все значения, изменяющиеся от –1 до +1. Следовательно, для любо-

го 0y из отрезка [-1, 1] оси Оу найдется, и притом только одно значение, 

значение 0x из отрезка
2 2

;
  

 
 

 оси Ох такое, что 0 0y sin x  на указанном 

отрезке существует обратная (однозначная) функция которую математики 

условились называть арксинусом. 

Функция, обратная функции у = sin х, на отрезке 1 1x   , называется 

арксинусом и обозначается y arcsin x . 

Иначе говоря, символом arcsin xобозначается дуга единичной ок-

ружности, взятая на отрезке 
2 2

;
  

 
 

, синус которой равен x. 
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Пример 2.1.1. Найти 0 5arcsin ,  . 

Данный пример подробно можно сформулировать так: найти такой 

аргумент  , лежащий в пределах от 
2


  до 

2


, синус которого равен 0,5. 

Решение. Существует бесчисленное множество аргументов, синус 

которых равен 0,5. Это, например, 
6


, 

5

6


, 

13

6


, 

7

6


  и т.д. Нас интересует 

только тот аргумент, который принадлежит отрезку 
2 2

;
  

 
 

. Таким обра-

зом, искомым аргументом будет 
6


. Итак, 0 5

6
arc sin ,


 . 

Замечание. Если же аргумент x тригонометрической функции трак-

туется как угол или дуга, то и arcsin y  следует понимать как угол или со-

ответствующую дугу. 

Используя общее правило построения графика обратной функции, 

знаем, что он должен быть симметричен с графиком основной функции 

относительно биссектрисы I и III координатных углов. Поэтому для фраг-

мента графика функции y = sin x, где 
2 2

x ;
  

  
 

 построим симметрично 

ему относительно прямой y=x другой график (см. Рис. 2.1.2). Это и будет 

график функции y arcsin x . 

 
Рис. 2.1.2 

Рассмотрим ещѐ один способ получения арксинуса. В этом случае 

надо поменять ролями аргумент и функцию в записи у = sinх.  

Таким образом, получим 

х = sin у,  

где 
2 2

y
 

   , а 1 1x   . 

Затем требуется выразить y через x. С учѐтом ранее сказанного, оче-

видно, что y arcsin x . 
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Заметим, что выражение arcsin x  само по себе имеет смысл лишь 

только для тех значений x, которые удовлетворяют неравенству 1x  . В 

связи с этим становится очевидным свойство  

  sin arcsin x x , 1x  . (2.1.1) 

Используя Рис. 2.1.2, перечислим далее свойства функции 

y arcsin x : 

1) D(y) =[–1, 1]; 

2) E(y) = ;
2 2

  
 
 

; 

3) Функция нечетная, т.е.  

 arcsin( ) arcsin ;x x    (2.1.2) 

Действительно, с одной стороны  sin arcsin( )x x    (по формуле 

(2.1.1)); а с другой:    sin arcsin sin arcsinx x x      (в силу нечетности 

синуса). Так правые части записанных равенств совпали, то приравнивая 

их левые части и отбрасывая синус, получим доказываемую формулу 

(2.1.2). 

4) Функция непериодическая. 

Действительно, если функция  y f x имеет период 0T  , то для 

всех  x D y  справедливо включение    x kT D y  , где k Z   , что оз-

начает неограниченность области определения функции f. Область же оп-

ределения функции y arcsin x  является областью ограниченной, а это 

означает, что эта функция – непериодическая.  

5) Точкой пересечения с координатными осями является (0,0). 

Таким образом, график функции y arcsin x проходит через начало коор-

динат и должен быть симметричен относительно этой точки (в силу свой-

ства нечетности).  

6) arcsin 0x   при 0 1x  , 
arcsin 0x   при 1 0x   . 

7) В области определения функция является монотонно возрас-

тающей. 

Справедливость этого свойства следует из того, что функция 

у = sin х является возрастающей на промежутке
2 2

;
  

 
 

, а, как известно, 

обратная ей функция y arcsin x  будет также возрастающей, но на про-

межутке [–1, 1], который является областью значений для «основной» 

функции.  
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8) Наименьшим значением функции является значение 

 1
2

arc sin


   . Наибольшим же значением этой функции является число 

1
2

arc sin


 .  

График функции схематично изображен на Рис. 2.1.3. 

 
Рис. 2.1.3 

 

§ 2.2. Арккосинус 

 

Рассмотрим функцию у = cos х при всех возможных значениях х 

( <x<+  ). 

Возьмем, например, значение у = 0. Функция у = cos х достигает это-

го значения на бесконечном множестве (очевидно, что это происходит при 

значениях аргумента 
2

x k


  , см. Рис. 2.2.1). По данному значению у 

невозможно найти одно единственное значение х. Значит, на всей оси Ох 

функция у = cos х обратной (однозначной) функции не имеет. 

 
Рис. 2.2.1 
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Для того чтобы можно было ввести функцию, обратную по отноше-

нию к функции у = cos х, нам нужно взять наибольший отрезок оси Ох, на 

котором она или монотонно возрастает, или монотонно убывает. Как из-

вестно, функция у = cos х монотонно возрастает от –1 до +1 на любом от-

резке вида [(2k–1) , 2 k], где k = 0, ±1, ±2, ... и она монотонно убывает от 

+1 до –1 на любом отрезке вида [2 k; (2k +1)  ], где k Z . 

В качестве отрезка оси Ох, на котором рассматривается функция 

у = cos х и обратная к ней функция, обычно берут отрезок  0; . На этом 

промежутке функция у = cos х монотонно убывает, принимая все значения 

от +1 до –1. Следовательно, для любого у0 из отрезка [–1, 1] оси Оу найдет-

ся, и притом только одно, значение х0 из отрезка  0; такое, что 

0 0y cos x , т.е. для функции у = cos х на указанном отрезке существует об-

ратная (однозначная) функция, которую условились называть арккосину-

сом и обозначать так: y = arccos x.  

Функция, обратная функции у = cos х, на отрезке 1 1x   , называется 

арккосинусом и обозначается y = arccos x. 

Иначе говоря, символом arccos x обозначается дуга единичной ок-

ружности, взятая на отрезке  0; , косинус которой равен x. 

Пример 2.2.1. Найти
3

2
arccos

 
  

 
. 

Эту задача можно истолковать так: найти такой аргумент  , лежа-

щий в пределах от 0 до  , синус которого равен 
3

2
 . 

Решение. Существует бесчисленное множество аргументов, косинус 

которых равен 
3

2
 . Это, например, 

5

6


, 

7

6


, 

5

6


 , 

7

6


  и т.д. Но нас ин-

тересует только тот аргумент, который принадлежит отрезку  0; . Таким 

образом, искомым аргументом будет 
5

6


. Итак, 

3 5

2 6
arccos

 
  
 

. 

Используя общее правило построения графика обратной функции, 

знаем, что он должен быть симметричен с графиком основной функции 

относительно биссектрисы I и III координатных углов. Поэтому для фраг-

мента графика функции у = cos х, где  0x ;   построим симметрично ему 

относительно прямой y=x другой график (см. Рис. 2.2.2). Это и будет гра-

фик функции y arccos x . 
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Рис. 2.2.2 

Рассмотрим ещѐ один способ получения арккосинуса. В этом случае 

надо поменять ролями аргумент и функцию в записи у = cos х.  

Таким образом, получим 

x = cos у,  

где 0 y   , а 1 1x   .  

Затем требуется выразить y через x. С учѐтом ранее сказанного, оче-

видно, что y = arccos x. 

Заметим, что выражение arccos x  само по себе имеет смысл лишь 

только для тех значений x, которые удовлетворяют неравенству 1x  . В 

связи с этим становится очевидным свойство  

  cos arccos x x , 1x  . (2.2.1) 

Используя Рис. 2.2.2, перечислим далее свойства функции 

y arccos x : 

1) D(y) =[–1, 1]; 

2) E(y) =  0; ; 

3) Функция ни четная, ни нечетная. Для неѐ выполняется тождество 

 arccos( ) arccos ;x x    (2.2.2) 

Действительно, с одной стороны  cos arccos( )x x    (по формуле 

(2.2.1)) и    cos arccos cos arccosx x x       (по формуле приведения). 

С другой стороны, так по определению арккосинуса 

0 arccos( ) ;x    0 arccosx    

и из второго двойного неравенства следует неравенство 
0 arccos x     , 

а, значит, и неравенство 
0 arccos x    . 

Приходим к выводу, что числа arccos( )x  и arccosx  , имеющие 

одинаковый косинус и принадлежащие одному промежутку  0; , совпа-

дают, что и доказывает формулу (2.2.2).  
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4) Функция не является периодической. 

Обоснование справедливости этого свойства аналогично тому, кото-

рое было приведено для функции y arcsin x . 

5) Функция имеет единственный нуль при x = 1. Т.е. точкой пересе-

чения с осью Ox является (1; 0). Точка пересечения с осью Oy имеет коор-

динаты 0
2

;
 

 
 

. 

6) Функция положительна при всех  1 1x ;  . 

7) В области определения функция является убывающей.  

Справедливость этого свойства следует из того, что функция 

у = cos х является убывающей на промежутке 0; , а, как известно, обрат-

ная ей функция y arccos x  будет также убывающей, но на промежутке 

 1 1; , который является областью значений для «основной» функции.  

8)  Наименьшим значением функции является значение 

1 0arccos  . Наибольшим же значением этой функции является число 

 1arccos   .  

График функции схематично изображен на Рис. 2.2.3. 

 

 
Рис. 2.2.3 

Заметим также, что график функции y arccos x симметричен отно-

сительно точки 0
2

;
 

 
 

. 
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§ 2.3. Арктангенс 

 

Рассмотрим функцию y=tgx. Известно, что еѐ область определения – 

вся ось Ох, за исключением точек вида  2 1
2

nx n


   , где n = 0, ± 1, ±2,..., 

а областью значений является вся ось Оу.  

Возьмем, например, значение у = a. Функция у =tg х достигает этого 

значения на бесконечном множестве (см. Рис. 2.3.1). По данному значению 

у невозможно указать одно единственное значение х. 

 

 
Рис. 2.3.1 

 

Для рассмотрения функции, обратной по отношению к функции 

y=tg x,выберем участок монотонности тангенса. В качестве такого проме-

жутка можно взять интервал 
2 2

;
  

 
 

. Очевидно, что на этом промежутке 

каждому значению x соответствует единственное значение y и наоборот 

каждому значению y соответствует единственное значение x.  

Функция, обратная функции у = tg х, при  x ;   называется арк-

тангенсом и обозначается y = arctg x. 

Иначе говоря, символом arctg x обозначается дуга единичной окруж-

ности, заключенная в интервале 
2 2

;
  

 
 

, тангенс которой равен x. 

Пример 2.3.1. Найти
3

3
arctg

 
  

 
. 

Эту задача можно истолковать так: найти такой аргумент  , лежа-

щий в пределах от 
2


  до

2


, тангенс которого равен 

3

3
. 



Глава II  
 

66 
 

Решение. Существует бесчисленное множество аргументов, тангенс 

которых равен 
3

3
. Это, например, 

6


, 

7

6


, 

5

6


 , и т.д. Но нас интересует 

только тот аргумент, который принадлежит интервалу
2 2

;
  

 
 

. Таким об-

разом, искомым аргументом будет 
6


. Итак, 

3

3 6
arctg

 
 

 
. 

Используя общее правило построения графика обратной функции, 

знаем, что он должен быть симметричен с графиком основной функции 

относительно биссектрисы Iи III координатных углов. Поэтому для фраг-

мента графика функции у = tg х, где 
2 2

x ;
  

  
 

 построим симметрично 

ему относительно прямой y=x другой график (см. Рис. 2.3.2). Это и будет 

график функции y arctg x . 

 

 
 

Рис. 2.3.2 

 

Рассмотрим ещѐ один способ получения арктангенса. В этом случае 

надо поменять ролями аргумент и функцию в записи у = tg х.  

Таким образом, получим 

x = tg у,  

где 
2 2

y
 

   , а x   .  

Затем требуется выразить y через x. С учѐтом ранее сказанного, оче-

видно, что y = arctg x. 

Заметим, что выражение arctg x  имеет смысл при любых значениях 

x. В связи с этим становится очевидным свойство  

  tg arctg x x , xR. (2.3.1) 
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Свойства функции y arctg x  вытекают из соответствующих 

свойств функции у = tg х на интервале 
2 2

;
  

 
 

 и видны из графика (Рис. 

2.3.2): 

1) D(y) = ;  ; 

2) E(y) = 
2 2

;
  

 
 

; 

3) Функция нечетная. Для неѐ выполняется тождество  

 ( ) ;arctg x arctgx    (2.3.2) 

Действительно, с одной стороны  ( )tg arctg x x    (по формуле 

(2.3.1)) и    tg arctg x tg arctgx x     . С другой стороны, поскольку 

( ) ;
2 2

arctg x
 

   
2 2

arctg x
 

    

и из второго двойного неравенства следует неравенство 

,
2 2

arctg x
 

    то числа что числа ( )arctg x  и arctg x , имеющие оди-

наковый тангенс и принадлежащие одному и тому же интервалу
2 2

;
  

 
 

, 

должны совпадать, что и доказывает формулу (2.3.2).  

4) Функция не является периодической. 

В самом деле, если бы функция y arctg x  была периодической, то 

существовало бы 0T   такое, что для любого  x ;    имело место 

равенство  arctg T x arctg x  .  

Но в таком случае    tg arctg T x tg arctg x     и, значит, T x x  , 

откуда может следовать, что 0T  , а это вступает в противоречие с пред-

положением 0T  . Полученное противоречие доказывает справедливость 

свойства. 

5) Функция имеет единственный нуль при x = 0. Т.е. точкой пере-

сечения с осями координат является точка (0; 0).  

6) Функция положительна при  0x ;  . 

     Функция отрицательна при  0x ;  . 

7) В области определения функция является возрастающей.  

Справедливость этого свойства следует из того, что функция основ-

ная функция у = tg х возрастаетв области своего определения. Как известно 

из свойств обратной функции, функция y arctg x  также будет возрас-

тающей. 

8) Наименьшего и наибольшего значений функция не имеет. 
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9) При x  значения функции y arctg x асимптотически 

приближаются к числу 
2


 , а при x  еѐ значения стремятся к 

2


.В та-

ком случае прямые 
2

y


   являются горизонтальными асимптотами для 

графика функции y arctg x . 

График функции схематично изображен на Рис. 2.3.3. 

 

 
Рис. 2.3.3 

Отметим ещѐ одно интересное свойство, касающееся функции 

y arctg x .  

 
 arctg tg x x , 

2
x


  (2.3.3) 

 

§ 2.4. Арккотангенс 

 

Рассмотрим функцию y=ctg x. Известно, что еѐ область определения 

– вся ось Ох, за исключением точек вида nx n , где n = 0, ± 1, ±2,..., а об-

ластью значений является вся ось Оу.  

Возьмем, например, значение у = a. Функция у =ctg х достигает этого 

значения на бесконечном множестве (см. Рис. 2.4.1). По данному значению 

у невозможно указать одно единственное значение х. 

 
Рис. 2.4.1 
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В качестве интервала оси Oх, на котором определяется обратная 

функция по отношению к функции у=ctg x, берут обычно интервал  0; . 

На этом интервале функция у=ctg x монотонно убывает, принимая все зна-

чения от   до + . Следовательно, для любого 0y , лежащего на оси Oy, 

найдется, и притом только одно, значение 0x из интервала 0;  такое, что 

00y ctg x . 

Функция, обратная функции у = ctg х, при  x ;   называется арк-

котангенсоми обозначается y arcctg x . 

Иначе говоря, символом arcctg x обозначается дуга, заключенная в 

интервале  0; , котангенс которой равен x. 

Пример 2.4.1. Найти
1

3
arcctg

 
  

 
. 

Данную задачу можно истолковать так: найти такой аргумент  , ле-

жащий в пределах от 0 до  , котангенс которого равен 
1

3
 . 

Решение. Существует бесчисленное множество аргументов, котан-

генс которых равен 
1

3
 . Это, например, 

6


 , 

5

6


, 

7

6


  и т.д. Но нас ин-

тересует только тот аргумент, который принадлежит интервалу  0; . Та-

ким образом, искомым аргументом будет 
5

6


. Итак, 

1 5

63
arcctg

 
  
 

. 

Исходя из общего правила построения графика обратной функции, 

знаем, что он должен быть симметричен с графиком основной функции 

относительно биссектрисы I и III координатных углов. Поэтому для фраг-

мента графика функции у = ctg х, где  0x ;   построим симметрично ему 

относительно прямой y=x другой график (см. Рис. 2.4.2). Это и будет гра-

фик функции y arcctg x . 

 
 

Рис. 2.4.2 
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Рассмотрим ещѐ один способ получения арккотангенса. В этом слу-

чае надо поменять ролями аргумент и функцию в записи у = ctg х.  

Таким образом, получим 

x = ctg у,  

где 0 y   , а x   .  

Затем требуется выразить y через x. С учѐтом ранее сказанного, оче-

видно, что y = arcctg x. 

Заметим, что выражение arcctg x  имеет смысл при любых значениях 

x. В связи с этим становится очевидным свойство  

  ctg arcctg x x , xR. (2.4.1) 

Свойства функции y arcctg x  вытекают из соответствующих 

свойств функции у = ctg х на интервале  0;  и видны из графика (Рис. 

2.4.2): 

1) D(y) = ;  ; 

2) E(y) =  0; ; 

3) Функция ни нечетная, ни нечетная. Для неѐ выполняется соот-

ношение 

 ( ) ;arcctg x arcctgx    (2.4.2) 

4) Функция не является периодической; 

5) Функция положительна при всех значениях аргумента; 

6) Функция не имеет нулей (т.е. график функции не пересекается 

с осью абсцисс); 

7) В области определения функция является убывающей; 

8) Наименьшего и наибольшего значения функция не имеет; 

9) График функции симметричен относительно точки 0
2

;
 

 
 

; 

10) При x  значения функции y arcctg x асимптотически 

приближаются к числу 0, а при x  еѐ значения стремятся к  . Таким 

образом, прямые 0y   и y   являются горизонтальными асимптотами 

для графика функции y arcctg x . 

График функции схематично представлен на Рис. 2.4.3. 

 

 
Рис. 2.4.3 
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Замечание. Функции арксинус, арккосинус, арктангенс и арккотан-

генс принято называть аркфункциями.  

 

§ 2.5. Значения тригонометрических функций от аркфункций 

 

Тригонометрические функции от одного и того же аргумента выра-

жаются алгебраически одна через другую, поэтому в результате выполне-

ния какой-либо тригонометрической операции над любой из аркфункций 

будет получаться алгебраическое выражение. 

Сначала напомним уже установленные ранее соотношения: 

  sin arcsin x x , 1x  . (см. формулу 2.1.1) 

  cos arccos x x , 1x  . (см. формулу 2.2.1) 

  tg arctg x x , xR. (см. формулу 2.3.1) 

  ctg arcctg x x , xR. (см. формулу 2.4.1) 

Будем подставлять теперь на место аргумента тригонометрической 

функции не обратную ей же функцию, а другие аркфункции. В результате 

получим цепочку весьма интересных соотношений. 

Сначала найдем результат упрощения выражения  sin arccos x . 

По определению арккосинуса 0 arccosx   , поэтому 

  0sin arccos x   и, используя основное тригонометрическое тождество, 

можем записать 

     2 21 1sin arccos x sin arccos x cos arccos x x     . 

При этом ясно, что это соотношение имеет смысл лишь при выпол-

нении условия | x |   1. 

Подставим теперь на место аргумента тригонометрической функции 

выражениеarctg x , т.е. мы будем искать результат упрощения выражения 

 sin arctg x . 

Согласно определению арктангенса можем записать 

2 2
arctg x

 
   . Сначала установим связь между синусом и тангенсом. 

Для этого воспользуемся известной формулой (1.2.8): 

 2

2

1
1 ctg

sin
 


.  

Очевидно, что котангенс можно легко заменить на тангенс, и эта 

формула примет вид 

 
2 2

1 1
1

tg sin 
  .  

Откуда  2

2 2

1 1tg

tg sin



 


 .  
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Далее 
2

2

21

tg
sin

tg








 или 

21

tg
sin

tg








. 

Учитывая тот факт, что в правой полуплоскости координатной плос-

кости xOy синус и тангенс имеют одинаковые знаки, то окончательно по-

лучаем 

 
 

 2 21 1

tg arctg x x
sin arctg x

tg arctg x x
 

 
. 

Заменим теперь арктангенс на арккотангенс, т.е. будем искать ре-

зультат упрощения выражения  sin arcctg x . 

По определению арккотангенса можем записать, что 0 arcctg x   . 

Из формулы (1.2.8) непосредственно вытекает, что 
2

1

1
sin

ctg






. 

В таком случае получаем, что 

 
 2 2

1 1

1 1
sin arcctg x

ctg arcctg x x
 

 
. 

Перейдѐм теперь к рассмотрению вопроса, касающегося связи функ-

ции косинус с аркфункциями, исключая случай арккосинуса. 

Сначала установим формулу для выражения  cos arcsin x . 

Известно, что косинус может быть выражен через синус по формуле 

21cos sin    . 

Положим в этой формуле arcsinx  , будем иметь sin x  , следо-

вательно, получим: 

  21cos arcsin x x   . 

Выясним теперь, какой из знаков должен 

быть взят перед знаком радикала. Известно, что 

косинус дуги, заключенной на отрезке 
2 2

;
  

 
 

, 

положителен или равен нулю, а так как 

arcsin
2 2

x
 

   , 

то перед радикалом следует оставить знак  +.  

Итак, 

  21cos arcsin x x  , при 1 1x   . 

Полученному результату можно дать геометрическое толкование. 

Рассмотрим тригонометрическийкруг (радиус считаем равным 1, Рис. 
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2.5.1). Число х есть величина линии синуса ВВ1 угла АОВ=arcsinx. Величи-

на отрезка OB1, есть значение косинуса угла АОВ: 

cos AOB = OBl. 

По теореме Пифагора получаем, что  

2 2
1 11 1OB BB x    ,  

откуда 

 2 21 1cos( AOB ) cos arccos x x .     

Подчеркнѐм интересный нюанс, оказалось что  

    21sin arccos x cos arcsin x x   , 

 но при условии, что | x |   1. 

Далее будем искать значение выражения  cos arctg x . Можно выска-

зать предположение, что результат должен совпасть с уже известным нам  

результатом для  sin arcctg x . 

Действительно, так как 
2 2

arctg x
 

   , а 
2

1

1
cos

tg






. По-

следняя формула непосредственно вытекает из формулы (1.2.7). Тогда 

   
 2 2

1 1

1 1
cos arctg x cos arctg x

tg arctgx x
  

 
. 

Полученный результат полностью подтверждает ранее высказанное 

предположение о том, что  

   
2

1

1
cos arctg x sin arcctg x

x
 


. 

В свою очередь, следуя установленной аналогии в этих формулах, 

можно утверждать, что  

 
21

x
cos arcctg x

x



. 

Зная эту особенность формул, позволяющих находить значения три-

гонометрических функций от аркфункций, достаточно теперь получить 

формулы для тангенса от аркфункций и далее обобщить их для случая ко-

тангенса от аркфункций. 

Найдем теперь значение выражения  tg arcsin x : 

 
 
  21

sin arcsin x x
tg arcsin x

cos arcsin x x
 


. 

Далее  

 
 
 

21sin arccos x x
tg arccos x

cos arccos x x


  . 
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В заключение найдем  tg arcctgx : 

 
 

1 1
tg arcctgx

ctg arcctgx x
  . 

Соберѐм теперь все полученные результаты, сделав соответствую-

щие обобщения, в таблицу. Укажем в этой таблице область применимости 

каждой их формул.  

 

Таблица № 3. Вычисление значений тригонометрических функций 

от обратных тригонометрических функций 
 

 xarcsin  xarccos  xarctg  xarcctg  

 

sin  

 

 

 

,

1;1

x

x 
 

 

 

 

 

21 ,

1;1

x

x



 
 

 

21 x

x


 

 

21

1

x
 

 

 
cos  

 

 

21 ,

1;1

x

x



 
 

 

 

 

,

1;1

x

x 
 

 

21

1

x
 

 

 

21 x

x


 

 

 
tg  

21 x

x


, 

1x  

 

x

x 21
, 

10  x  

 

 

x 
x

1
,  

0x  
 

 

 
ctg  

 

x

x21
, 

10  x  

 

 

21 x

x


,  

1x  

 

 

x

1
,  

0x  
 

 

 

x 

 

При решении задач, относящихся к нахождению значений тригоно-

метрических функций от аркфункций, в процессе промежуточных преоб-

разований могут использоваться свойства обратных тригонометрических 

функций, формулы приведения, свойства чѐтности и нечѐтности соответ-

ствующих тригонометрических функций, формулы половинного, двойного 

и тройного аргументов, простейшие тригонометрические тождества, фор-

мулы сложения и т.п. 

Рассмотрим несколько примеров. 
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Пример 2.5.1. Вычислить
1

3
ctg arccos

  
  
  

. 

Решение. По свойству функции арккосинус 

1 1

3 3
arccos arccos

 
   
 

. Введѐм обозначение, пусть 
1

3
arccos  , 

0
2

;



 

 
 

. Тогда  

 
 

1
3

2
1
3

1 1 2

3 3 4
1

ctg arccos ctg ctg ctg arccos  
    

              
     

Ответ: 
2

4
 . 

Пример 2.5.2. Вычислить 
12

2
13

tg arccos
 
 
 

. 

Решение. Положим 
12

13
arccos  , 0

2
;



 

 
 

.  

В таком случае 
2

2

12
2

12 2 13
2 2

1213 1
1

13

tg arccos
tg

tg arccos tg
tg

tg arccos






 
 

      
     
 

. 

Находя с помощью таблицы 
 

2
12
13

12
13

112 5

13 12
tg arccos

 
  

 
, окончательно 

получаем, что 

 

55 120
612 144

2 119 119
5

144 144
12

212 120
2 2

13 1191
tg arccos tg 

 
     

  
. 

Ответ: 
120

119
. 

Пример 2.5.3. Найти  3 2sin arctg . 

Решение. Воспользуемся формулой синуса тройного угла 
33 3 4sin sin sin    . 

Учитывая, что угол 2 0
2

arctg ;
 

 
 

, а это означает, что 2 0arctg  . Тогда с 

помощью таблицы сначала найдѐм  2sin arctg : 

 
2

2
52

2
sin arctg =

1+2
 . 

Следовательно,  
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 
3

2 2 6 32 30 32 2 2 5
3 2 4

255 5 5 5 5 5 5 5 5
sin arctg =3

 
          

 
. 

Ответ: 
2 5

25
 . 

Пример 2.5.4. Расположите в порядке возрастания следующие чис-

ла:
1

5
arccos

 
 
 

, 
3

1
arcsin , 

2

3
arccos , 

1

2
arccos

 
 
 

, 
5

6
arcctg , 

1

4
arctg

 
 
 

. 

Решение. Числа 
1

5
arccos

 
 
 

 и 
1

2
arccos

 
 
 

 принадлежат интервалу 

2
;




 
 
 

, на котором арккосинус убывает. Так как 
2

1

5

1
 , то 

1 1

2 5 2
arccos arccos




   
       

   
. 

Число 
1

4
arctg

 
 
 

 находится в интервале 0
2

;
 

 
 

, тогда получаем, 

что
1

0
2 4

arctg
  

    
 

. 

Оставшиеся три числа принадлежат интервалу 0
2

;
 

 
 

. Чтобы их 

сравнить, найдем, например, синусы этих чисел: 

1 1

3 3
sin arcsin

 
 

 
; 

2 5

3 3
sin arccos

 
 

 
; 

5 6

6 61
sin arcctg

 
 

 
. 

Известно, что на интервале 0
2

;
 

 
 

 арксинус монотонно возрастает. По-

скольку 
1 5 6

3 3 61
  , то 

1 2 5
0

3 3 6 2
arcsin arccos arcctg


    . 

Ответ.
1

4
arctg

 
 
 

, 
3

1
arcsin , 

2

3
arccos , 

5

6
arcctg , 

1

5
arccos

 
 
 

, 
1

2
arccos

 
 
 

. 

 

§ 2.6. Соотношения между аркфункциями 

 

Получим свойства, демонстрирующие связи между самими арк-

функциями. Первое из них затрагивает, например, две функции 

y arcsin x  и y arccos x : 

 Сумма арксинуса и арккосинуса одного и того же аргумента, 

удовлетворяющего условию 1x  , есть величина постоянная, равная
2


. 
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Таким образом, справедливо тождество 

 

2
arcsin x arccos x


  , 1x  . (2.6.1) 

Для доказательства этого факта применим метод частных значений. 

Заполним следующую таблицу. 

x arcsin x  arccos x  arcsinx arccos x  

-1 
2


    

2


 

3

2
  

3


  

5

6


 

2


 

2

2
  

4


  

3

4


 

2


 

-0,5 
6


  

2

3


 

2


 

0 0 
2


 

2


 

0,5 
6


 

3


 

2


 

2

2
 

4


 

4


 

2


 

3

2
 

3


 

6


 

2


 

1 
2


 0 

2


 

Вывод 

Значения функции 

возрастают при из-

менении x от –1 до 1 

Значения функции 

убывают при изме-

нении x от –1 до 1 

Сумма остается  

постоянной 

 

Теперь приведѐм более полное доказательство формулы (2.6.1). 

Воспользуемся сначала формулами приведения: 

2
sin cos


 

 
  

 
; 

2
cos sin


 

 
  

 
. 

Положим arcsin x  , тогда имеем sin x  . 

Установим теперь, на каком отрезке расположена дуга 
2


 . 

Так как 
2 2

 
   , то 0

2


    . 
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Итак, дуга 
2 2

arcsin x
 

   имеет косинус, равный x, и располо-

жена на отрезке  0; . Но по определению арккосинуса единственная дуга 

на отрезке  0; , имеющая косинус, равный x, есть arccos x . 

Следовательно,  

2
arcsin x arccos x


  , 

откуда: 

2
arcsin x arccos x


  , где 1x  , ч.т.д. 

На Рис. 2.6.1 дано геометрическое пояснение доказанной формулы 

(2.6.1) для случаев x> 0 и x< 0. 

 

 
Рис. 2.6.1 

 Сумма арктангенса и арккотангенса одного и того же аргумен-

та (при любом значении x), есть величина постоянная, равная
2


. 

Таким образом, справедливо тождество 

 

2
arctgx arcctgx


  . (2.6.2) 

Формулы (2.6.1) и (2.6.2) принято называть соотношениями между 

аркфункциями первого рода. 

Соотношения второго рода между аркфункциями получаются непо-

средственно из формул, имеющих место между значениями тригонометри-

ческих функций одного и того же аргумента. 

Рассмотрим несколько частных примеров. 

1) Мы знаем, что  

1

2 6
arcsin


  и 

3

2 6
arccos


 , 

следовательно, 
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1 3

2 2
arcsin arccos . 

Из приведенного примера мы видим, что данная дуга может быть 

представлена как арксинус и как арккосинус различных аргументов. 

2) Ситуация изменится, если мы захотим представить в виде арк-

косинуса дугу 

1

2 6
arcsin

 
   
 

. 

В самом деле, arccos x  не может иметь отрицательных значений, так 

как (0 arccos x   ) и поэтому ни при каком значении x не может иметь 

место равенство 

1

2
arcsin arccos x

 
  
 

. 

Выразить дугу 
1

2
arcsin

 
 
 

через арккосинус можно следующим обра-

зом:  

а) приняв во внимание нечѐтность арксинуса, можно записать 

1 1

2 2
arcsin arcsin

 
   
 

 

б) учитывая выкладки пункта 1), можем констатировать, что 

1 3

2 2
arcsin arccos

 
   
 

. 

3) 
1 1 3

2 2 2
arccos arccos arcsin 

 
     
 

. 

Рассмотрим в общем виде вопрос о преобразовании одной аркфунк-

ции в другую. Рассмотрим сначала какую-нибудь пару аркфункций, значе-

ния которых заключены в одних и тех же промежутках. Для определен-

ности возьмем arcsin x  и arctgx . Значения обеих этих функций заключены 

в интервале от 
2


 до 

2


, в этом промежутке дуга вполне определена, если 

задано значение еѐ тангенса или синуса. Пусть y arcsin x ,  тогда 

 
 

21

x
tg arcsin x

x



, 1x  (2.6.3) 

Дуга 
21

x
arctg

x
, по определению арктангенса, имеет тангенс, рав-

ный 
21

x

x
, и расположена в интервале ;

2 2

  
 
 

. 
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В силу формулы (2.6.3) дуга arcsin x  имеет тот же тангенс и располо-

жена в том же интервале ;
2 2

  
 
 

. Отсюда получаем тождество: 

 

21

x
arcsin x arctg

x



,  (2.6.4) 

имеющее место при всех значениях x, по абсолютной величине меньших 

единицы (если 1x  , то выражения, стоящие в правой и левой частях ра-

венства (2.6.4) теряют смысл). Соотношение (2.6.4) является следствием 

формулы, выражающей тангенс через синус. 

Подобным же образом из равенства 

 
21

x
sin arctg x

x



, 

вытекает тождество 

 

21

x
arctgx arcsin

x



,  (2.6.5) 

справедливое при всех действительных значениях x. 

Аналогично преобразуется арккосинус в арккотангенс. В интервале  

 0;  дуга вполне определяется заданием косинуса или котангенса, по-

этому из равенств: 

 
21

x
cos arcctg x

x



 и  

21

x
ctg arccos x

x



 

следуют тождества: 

 

21

x
arcctg x arccos

x



 и 

21

x
arccos x arcctg

x



. (2.6.6) 

Положение дел существенно изменится, если потребуется преобра-

зовать одну аркфункцию в другую, значения которых содержатся в раз-

личных промежутках. Будем преобразовывать функцию y arcsin x  в арк-

косинус. На отрезке  0;1 имеем  

0
2

arcsin x


  . 

Дуга y имеет косинус, равный
21 x , и поэтому 

 21arcsin x arccos x  . (2.6.7) 

Если  -1;0x , то 0
2

arcsin x


   , для функции же 

21arccos x имеем 
20 1arccos x    . 
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Отсюда видно, что при отрицательных значениях x равенство (2.6.7) 

выполняться не может, так как дуги arcsin x  и 
21arccos x  расположены 

в различных промежутках. В самом деле, при отрицательных значениях x 

дуга arcsin x  заключена в четвѐртой четверти, а дуга 
21arccos x  заклю-

чена в первой четверти, так как аргумент арккосинуса есть арифметиче-

ский корень 
21 x , т.е. число положительное. 

 
Рис. 2.6.2 

Расположение рассматриваемых дуг пояснено на Рис. 2.6.2. 

При отрицательных значениях x имеем: 

0x  , откуда 0x   и  

  21arcsin x arcsin x arccos x      . 

Итак,  

  

 

2

2

1 0 1

1 1 0

arccos x , x ; ,
arcsin x

arccos x , x ; .

  
 

   

 (2.6.8) 

Аналогичным образом можно показать, что 

  

 

2

2

1 0 1

1 1 0

arcsin x , x ; ,
arccos x

arcsin x , x ; .

  
 

   

 (2.6.9) 

Далее: 

 

2

2

1
0

1

1
0

1

arccos , x ,
x

arctgx

arccos , x .
x





 
 
 

 (2.6.10) 

 2

2

1
0 1

1
1 0

x
arctg , x ,

x
arccos x

x
arctg , x .

x


 
 


 


   

 (2.6.11) 

Следуя методу, выявленному на рассмотренных ранее ситуациях, 

можно установить справедливость следующих равенств: 
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 1
0

1
0

arcctg , x ,
x

arctgx

arcctg , x .
x






 
  


 (2.6.12) 

 

 

 

2

2

1
0 1

1
1 0

x
arcctg , x ; ,

x
arcsin x

x
arcctg , x ; .

x


 



 


  

 (2.6.13) 

 

2

2

1
0

1

1
0

1

arcsin , x ,
x

arcctgx

arcsin , x .
x







 
  
 

 (2.6.14) 

 1
0

1
0

arctg , x ,
x

arcctgx

arctg , x .
x






 
  


 (2.6.15) 

Пример 2.6.1. Выразить  2arcctg   через арктангенс. 

Решение. Выразим сначала через арктангенс число 2arcctg , дейст-

вуя по известной схеме: 

 
 

1 1
2

2 2
tg arcctg

ctg arcctg
  , 

1
2

2
arcctg arctg  (по определению арктангенса). 

Теперь выразим  2arcctg  = 
1

2
2

arcctg arctg    . 

Ответ:
1

2
arctg  . 

Замечание. Формулы (2.6.4) – (2.6.15) принято называть соотноше-

ниями между аркфункциями второго рода. 

 

§ 2.7. Формулы суммы и разности аркфункций 

 

Весьма интересны задачи, в условия которых входят выражения, за-

писанные в виде суммы (разности) обратных тригонометрических функ-

ций. Рассмотрим приѐмы и методы, позволяющие решать задачи такого 

плана. 

Пример 2.7.1. Найти arctg 1 + arctg 2 + arctg 3.  
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Решение. 

Изобразим треугольник ABC  на клетчатой бумаге 

(размер клетки 1 1 ) так, чтобы BAM = arctg 3,  

CAN = arctg 2, BAC = arctg 1 (BAC – острый 

угол прямоугольного равнобедренного треугольника 

ABC).  

Тогда, очевидно, что  

arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = . 

Ответ:  . 

Пример 2.7.2. Найти 
1 2

arctg arctg
5 3
 . 

Решение (1 способ).  

Так как 0
2

1
arctg ;

5

 
 
 

и 0
2

2
arctg ;

3

 
 
 

, то  0
1 2

arctg arctg ;
5 3

  . 

Используя связь тангенса и котангенса, а также формулу тангенса 

суммы, можем найти 

1

1 1

1

1 2
ctg arctg arctg

1 25 3
tg arctg arctg

5 3

1 2 1 2tg arctg tg arctg
5 3 5 3 .

1 21 2
tg arctg tg arctg

5 35 3

 
   

    
 

   
      

     
   

   
   

 

Из монотонности котангенса на  0;  следует, что 

1
1 2

ctg arctg arctg
5 3

 
  

 
.  

Тогда 
4

1 2
arctg arctg

5 3


  . 

Решение (2 способ).  

Используем Рис. 2.7.2, на котором изображен равнобедренный прямо-

угольный треугольник ABC.  

Кроме того, пусть BAD = arcctg 5=
1

arctg
5

, CAD = 
2

arctg
3

. 

Ясно, что BAC =BAD +CAD – угол при основании равнобед-

ренного прямоугольного треугольника. Значит, BAC = 
4


. 

Ответ: 
4


. 
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Однако существует ещѐ один способ, позволяющий решать задачи та-

кого плана. Основан он на применении формул, которые дают возмож-

ность представить сумму двух (или нескольких) аркфункций при помощи 

любой из аркфункций. 

Рассмотрим ряд наиболее часто встречающихся случаев. 

Рассмотрим сумму  
=arcsin x arcsin y   

(где 1x   и 1y  ). 

Вычислим sin : 

     

    2 21 1

sin sin arcsin x arcsin y sin arcsin x cos arcsin y

cos arcsin x sin arcsin y x y y x .

     

       
 

Отсюда ещѐ нельзя заключить, что 

 2 21 1arcsin x y y x       . 

В самом деле, дуги  

arcsin x arcsin y=  и  2 21 1arcsin x y y x         

могут оказаться расположенными в различных промежутках. 

Дуга  2 21 1arcsin x y y x         при всех значениях x и y за-

ключена на отрезке 
2 2

;
  

 
 

. 

Для значения дуги  возможны следующие три случая. 

Случай I: 
2 2

 
   . 

Ели числа x и y разных знаков или хотя бы одно из них равно нулю, то 

имеет место случай I. 

Так при 0 1x   и 1 0x    имеем: 

0 arcsin x
2


   и - arcsin y 0

2


  , 

откуда 

2 2

 
   . 

Если при 0x  , 0y   имеет место случай I, то  

=arcsin x arcsin y
2


   , 

откуда 

arcsin x -arcsin y arccos y
2


  . 

Следовательно (в силу возрастания синуса в первой четверти),  
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   sin arcsin x sin arccos y , 

или 
21x y   и 2 2 1x y  . 

Аналогично показывается, что если при 0x  , 0y  имеет место слу-

чай I, то 
2 2 1x y  . 

Случай II: 
2


   . 

В этом случае 0x  , 0y   и 

2
arcsin x arcsin y


   ,  

откуда 

arcsin x> -arcsin y
2


 

и (взяв синус от обеих частей) 2 2 1x y  . 

Случай III: 
2


     . 

Этот случай имеет место при 0x  , 0y  и 

2
arcsin x arcsin y


     . 

Изменив знаки на противоположные, приходим к предыдущему случаю: 

   
2

arcsin x arcsin y


      , 

откуда 
2 2 1x y  . 

Из сопоставления результатов следует, что признаком случая I при 

одинаковых по знаку значениях аргументов (т.е. при 0xy  ) может слу-

жить неравенство 2 2 1x y  . Случай II имеет место, если 0x  , 0y   и 
2 2 1x y  . Случай III имеет место, если 0x  , 0y  и 2 2 1x y  . 

Дуги   и  2 21 1arcsin x y y x         имеют одинаковый си-

нус, но (по определению арксинуса) 
2 2

 
    , следовательно: 

в случае I,    ; 

в случае II,      ; 

в случае III,       . 

Итак, имеем окончательно: 
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 

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 0 1

1 1 0 0 1

1 1 0 0 1

arcsin x y y x ; xy , x y

arcsin x arcsin y= arcsin x y y x ; x ,y , x y

arcsin x y y x ; x ,y , x y .





        



          

          


Пример 2.7.3. Найти 
3 5

arcsin arcsin
5 13
 . 

Решение.  

Так как 

2 2
3 5 9 25

1
5 13 25 169

2146

4225

   
       

   
, то можем воспользовать-

ся первым случаем формулы суммы двух арксинусов, т.е. 

25 9
1 1

169 25

3 5 3 5
arcsin arcsin arcsin

5 13 5 13

3 12 5 4 56
arcsin arcsin .

5 13 13 5 65

 
        

 

 
     

 

 

Ответ: 
56

arcsin
65

. 

Из формулы суммы двух арксинусов можно получить формулу пре-

образования разности arcsin x-arcsin y . В самом деле, эту разность можно 

представить в виде суммы 

 arcsin x+arcsin -y . 

Заменив y на –y, получим: 

 

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 0 1

1 1 0 0 1

1 1 0 0 1

arcsin x y y x ; xy , x y

arcsin x-arcsin y= arcsin x y y x ; x ,y , x y

arcsin x y y x ; x ,y , x y .





        



         

          


 

Сумму arcsin x arcsin y  можно представить при помощи любой 

другой аркфункции. Так, например, 

 

 

2 2

2 2

1 1 0 0

1 1 0 0

arccos x y x y ; x , y

arcsin x arcsin y=

-arccos x y x y ; x , y .

       


 
       


 

Аналогично,  
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 

 

2 2

2 2

1 1

1 1

arccos x y x y ; x y,

arcsin x-arcsin y=

-arccos x y x y ; x y.

      


      


 

В качестве тренировки рекомендуем самостоятельно убедиться в 

справедливости следующей формулы 

2 2
2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

1 1
0 1

1 1

1 1
0 0 1

1 1

1 1
0 0 1

1 1

x y y x
arctg ; xy , x y

x y xy

x y y x
arcsin x arcsin y= arctg ; x ,y , x y

x y xy

x y y x
arctg ; x ,y , x y .

x y xy





     
  

   


    
     

   


    
     


   

 

Представим без выкладок формулы для суммы и разности двух арк-

косинусов. 

 

 

2 2

2 2

1 1 0

1 1 0

arccos x y x y ; x y ,

arccos x arccos y=

2 -arccos x y x y ; x y .

       


 
       


 

Далее 

 

 

2 2

2 2

1 1

1 1

 arccos x y x y ; x y,

arccos x-arccos y=

arccos x y x y ; x y.

      


      


 

Пример 2.7.4. Найти 
3 9

arccos arccos
7 11
 . 

Решение.  

Так как 
3 9

0
7 11
  , то можем воспользоваться первым случаем фор-

мулы суммы двух арккосинусов, т.е. 

9 81
1 1

49 121

3 9 3 9
arccos arccos arccos

7 11 7 11

3 9 2 10 2 10 27 40 13 13
arccos arccos arccos arccos .

7 11 7 11 77 77 77 77


 
        

 

     
              

    

Ответ: 
13

arccos
77

  . 

Приведѐм теперь формулы для суммы и разности двух арктангенсов. 
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1
1

0 1
1

0 1
1

x y
arctg ; xy ,

xy

x y
arctg x arctg y= arctg ; x , xy ,

xy

x y
arctg ; x , xy .

xy





 




 

   


 
   



 

Далее 

1
1

0 1
1

0 1
1

x y
arctg ; xy ,

xy

x y
arctg x-arctg y= arctg ; x , xy ,

xy

x y
arctg ; x , xy .

xy





 
 



 

   


 
    



 

Вернѐмся еще раз к Примеру 2.7.2, в котором требовалось найти 

1 2
arctg arctg

5 3
 . Предложим третий способ решения этой задачи, опи-

рающийся на применение формулы суммы двух арктангенсов. 

Так как 1
1 2

5 3
  , то будем использовать первую строку соответст-

вующей формулы, т.е. 
13 131 2

5 3 15 15

131 2 2
5 3 15 151 1 4

1 2
arctg arctg arctg arctg arctg arctg1 .

5 3


     

  
 

Этот результат полностью соответствует ранее полученному ответу. 

Следует отметить, что представленными формулами не ограничива-

ется весь спектр возможных случаев. Дело в том, что можно рассматривать 

не только сумму и разность одноименных аркфункций, но и разноимен-

ных. Так, например, можно получить формулы преобразования суммы 

arcsin x arctg y в любую другую аркфункцию. Мы не будем продолжать 

рассматривать эти преобразования, полагая, что приѐмы их выполнения 

уже ясны. 

Замечание.  

1) Все эти формулы оказываются весьма полезными в тех случаях, 

когда при решении тригонометрических уравнений «методом ведения 

вспомогательного угла», мы получаем значение искомой переменной в ви-

де суммы или разности либо арксинусов двух чисел, либо арккосинусов, 

плюс соответствующий период. Их использование приведѐт к более крат-

кой записи ответа. 
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2) Но при решении числовых примеров следует прибегать к другим 

способам, так как эти формулы громоздки и трудно запоминаются. 

Пример 2.7.5. Доказать, что  
2

1
2 2

arcsin arctg arctg 2
2 2

   . 

Решение. 

Имеем: 

4

2
arcsin

2


 , 

4

2
arctg

2


 ,  

ибо 1
2

2
  и 

4

2
arctg arctg1=

2


 . Следовательно, сумма дуг в левой час-

ти доказываемого равенства заключена в первой четверти. Взяв тангенс от 

левой части, получим 

   
   

 
2 2

2

2
2

2 1 2 11 2 2 2 1
1

1 2 2 2 1 2 1 2 1

2 2 2
tg arcsin arctg tg arctg

2 2 4 2

2 .

   
      

   

    
     

     

 

Откуда следует справедливость доказываемого равенства. 

Пример 2.7.6. Найдите сумму  

22

1
...

18

1

8

1

2

1

n
arctgarctgarctgarctgS

n
 . 

Решение.  

Будем рассматривать частичные суммы: 

1

1
S =arctg .

2
 

51 1
2 8 8

151 1
2 8 16

2

1 3
2

1 1
S =arctg arctg arctg arctg arctg .

2 8


   

 
 

132 1
3 18 18

522 1
3 18 54

3

1 4
3 2

1 2 1
S =S +arctg =arctg arctg arctg arctg arctg .

18 3 18


   

 
 

Можно увидеть закономерность числитель каждой дроби ровно на 

единицу меньше знаменателя соответствующей дроби. 

Не вдаваясь в подробности, можем записать, что 

4

5
4S arctg .  

5

6
5S arctg  и так далее. 

Следовательно, 
1

n

n
S arctg

n



.  
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Очевидно, что при n  величина 
1

n
arctg

n 
 стремится к 1arctg , 

т.е. к 
4


. 

Итак, 
2

1 1 1 1

2 8 18 2 4
nS arctg arctg arctg ... arctg = .

n


      

 

§ 2.8. Основные обратные тригонометрические функции 

 от тригонометрических функций 

 

В этом параграфе мы покажем, как строятся графики функций: 

 y=arcsin sin x ,  y=arccos cos x ,  y=arctg tg x ,  y=arcctg ctg x . 

 

2.8.1. Функция  y=arcsin sin x  

 

Чтобы построить график этой функции, прежде всего, заметим, что в 

силу периодичности функции синус рассматриваемая функция также явля-

ется периодической  с периодом 2 . 

Поэтому достаточно еѐ исследовать, например, на промежутке 

3
;

2 2

  
 
 

 длиной 2 . 

Для упрощения дальнейших исследований разобьем это отрезок на 

две части ;
2 2

  
 
 

 и 
3

;
2 2

  
 
 

, на каждой из которых синус имеет строгую 

монотонность, хотя и разного характера. 

Тогда если ;
2 2

x
  

  
 

, то по определению арксинуса 

 arcsin sin x x , т.е. если ;
2 2

x
  

  
 

, то y=x , и, значит, на указанном 

отрезке  график функции совпадает с биссектрисой первого и третьего ко-

ординатных углов. 

Если же 
3

;
2 2

x
  

 
 

, то в этом случае  arcsin sin x x  , посколь-

ку если взять синус от обеих частей последнего соотношения, то получим, 

что  sin x sin x  , причем  
2 2

arcsin sin x
 

    и 

2 2
x

 
   

3

2 2
x

  
  

 
. Таким образом, если 

3
;

2 2
x

  
 
 

, то 
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y x  и с учѐтом периодичности исследуемой функции можно легко по-

строить график этой функции (см. Рис. 2.8.1). 

 
Продемонстрируем теперь, как можно использовать свойства этой 

функции при решении задач. 

Пример 2.8.1. Вычислить  11arcsin sin . 

Решение. Пусть  11=arcsin sin . По определению арксинуса 

sin sin11  , где должно выполняться двойное неравенство 
2 2

 
   . 

Но 3 11 4   . Поэтому для решения задачи воспользуемся следующей 

цепочкой равенств:  sin sin11=sin 11-4  , где уже 11 4 0
2


    . Та-

ким образом, 11 4   . 

Ответ: 11 4 . 

 

2.8.2. Функция  y=arccos cos x  

 

Как и в предыдущем случае, функция, о которой идет речь в заго-

ловке пункта, является 2 -периодической.  

Рассмотрим поведение этой функции на отрезке  0;2 . Если 

 0;x  , то по определению арккосинуса  arccos cos x x  и, следова-

тельно, y=x . Если же  ;2x   , то   2arccos cos x x  , так как если 

взять косинус от обеих частей этого соотношения, то  2cos x cos x  , и 

при этом  0 arccos cos x   , 0 2 x     0 x   . Отсюда следует, 

что если  ;2x   , то y=2 - x  и график этой функции легко строится (см. 

Рис. 2.8.2). 
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Пример 2.8.2. Вычислить 
9

8
arccos cos

 
 
 

. 

Решение. Положим 
9

8
=arccos cos




 
 
 

. В этом случае по определе-

нию арккосинуса 
9

8
cos cos


  . При этом число  

9
0

8
;


 . С другой сто-

роны 
9

8 8 8
cos cos cos

  

 

    
 

.  

Следовательно, 
7

8 8 8 8
arccos cos = - arccos cos 

   
  

   
       

   
, 

где уже 
7

2 8

 
  . Таким образом, 

7

8


  . 

Ответ: 
7

8


. 

2.8.3. Функция  y=arctg tg x  

 

Областью определения данной функции является объединение ин-

тервалов ; , .
2 2

k k k Z
 

 
 
    
 

 Эта функция является периодической с 

периодом  . По определению арктангенса на интервале ;
2 2

  
 
 

 спра-

ведливо равенство  arctg tg x x , откуда следует, что если ;
2 2

x
  

  
 

, 

то y=x  и для построения графика функции следует полученный уже гра-

фик на промежутке ;
2 2

  
 
 

продолжить периодически с периодом   (см. 

Рис. 2.8.3). 
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Пример 2.8.3. Вычислить 
12

7
arctg tg

 
 
 

. 

Решение. Положим 
12

7
=arctg tg




 
 
 

. В этом случае по определению 

арктангенса 
12

7
tg tg


  . При этом число 

12

7 2 2
;

   
  
 

. С другой сто-

роны 
12 2 2

2
7 7 7

tg tg tg tg
  

 
 

     
 

, где уже 
2

0
7 2

;
  
 
 

. 

Следовательно, 
2 2 2

7 7 7
arctg tg =  arctg tg

  


   
       

   
. 

Ответ: 
2

7


 . 

2.8.4. Функция  y=arcctg ctg x  

 

Как и в предыдущем случае, рассматриваемая функция является пе-

риодической с периодом  . Область еѐ определения – это объединение 

интервалов   ; 1 , .k k k Z    

Если  0;x  , то по определению арккотангенса имеет место ра-

венство  arcctg ctg x x , которое 

означает, что для  0;x   следу-

ет, что y=x  и график функции лег-

ко строится, ели уже построенный 

на промежутке  0;  график пе-

риодически продолжить с перио-

дом   (см. Рис. 2.8.4). 

Пример 2.8.4. Вычислить 
25

8
arcctg ctg

  
  
  

. 
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Решение. Положим 
25

8
=arcctg ctg




  
  
  

.  

В этом случае по определению арктангенса 
25

8
ctg ctg




 
  

 
.  

Заметим, что 
25

3
8 8 8 8

ctg ctg ctg ctg
   


       
              
       

. Тогда 

25 7

8 8 8 8 8
arcctg ctg arcctg ctg arcctg ctg

    
  

      
              

      
. 

Ответ: 
7

8


. 

 

§ 2.9. Арксеканс и арккосеканс 

 

Вопрос о рассмотрении обратных тригонометрических функций 

нельзя считать полностью раскрытым без описания свойств ещѐ двух 

функций: арксеканс и арккосеканс. 

Функция, обратная по отношению к функции y=sec x  (секанс), называ-

ется арксекансом и обозначается y=arcsec x .  

Рассмотрим свойства этой функции: 

1) D(y) =   1 1; ;    ; 

2) E(y) = 0; ;
2 2

 


   
  

   
; 

3)  Функция ни чѐтная, ни нечѐтная; 

4)  Функция непериодическая; 

5) Точкой пересечения с осью абс-

цисс является точка (1,0). Пересечения с осью 

ординат эта функция не имеет; 

6) 0arcsec x   при всех x из области 

определения этой функции; 

7) В области определения функция является возрастающей; 

8) Наименьшим значением функции является значение 

1 0arcsec  . Наибольшим же значением этой функции является число 

 1arcsec   ; 

9) График имеет горизонтальную асимптоту
2

y


  и симметричен 

относительно точки, имеющей координаты 0;
2

 
 
 

. 

График функции схематично изображен на Рис. 2.9.1. 
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Воспользуемся альтернативным способом нахождения обратной 

функции (на основе общего определения обратной функции).  

Будем искать функцию, обратную к y=sec x . Поменяем местами ар-

гумент и функцию, получим x=sec y . Далее 
1

x=
cos y

, откуда 
1

cos y=
x

. 

Это даѐт возможность получить y через арккосинус, т.е. 
1

y=arccos
x

 
 
 

 

Получается, что 

 1
arc sec x=arccos

x

 
 
 

 (2.9.1) 

Функция, обратная по отношению к функции y=cosec x  (косеканс), на-

зывается арккосекансом и обозначается y=arccosec x . 

Рассмотрим теперь еѐ свойства: 

1) D(y) =   1 1; ;    ; 

2) E(y) = ;0 0;
2 2

    
   
   

; 

3)  Функция нечѐтная, т.е.  arccosec x arccosec x   . График 

функции симметричен относительно начала координат; 

4)  Функция непериодическая; 

5) Точек пересечения с осями координат не имеет; 

6) 0arccosec x>  при  1x ;  ,  

0arccosec x< при  1;  ; 

7) В области своего определения функция является убывающей. 

8) Наименьшим значением функции является значение 

 1
2

arccosec


   . Наибольшим же значением этой функции является 

число 1
2

arccosec


 .  

9) График имеет горизонтальную асимптоту 0y  . 

График функции схематично изображен на Рис. 2.9.2. 
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